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При составленіи этого втораго отдѣла, издаваемаго мною руководства, 

т . е . сферической геометріи и сферической тригопометріи, я д е р -
жался той ate с и с т е м ѣ , на которую у к а з а л ъ в ъ предисловіи къ тригоно-
метріи прямолинейной. 

Назначая это руководство для начпнающихъ, я предпочелъ синтезисъ 
анализу, и, сохраняя строгую систему, вездѣ гдѣ только можно было, 
старался переходить отъ легкаго къ трудному, отъ простаго къ сложному, 
отъ частнаго къ общему: вотъ причина, по которой я почелъ полезнымъ, 
какъ и в ъ прямолинейной тригонометріи, начать съ триугольииковъ СФери-
ческихъ нрямоуголыіыхъ и потомъ у ж е перейти къ рѣшенію триугольии-
ковъ сферпческихъ косвенноугольныхъ. 

У ч а щ і е с я , которые яіелали бы ознакомиться с ъ изящныяъ а н а л и т и ч е с -
кимъ способомъ Э й л е р а — в ы в о д и т ь всѣ необходимый уравненія сферической 
тригонометріи изъ одного главнаго, найдутъ этотъ споеобъ въ слѣдствіяхъ 
и прибавленіяхъ къ главпымъ теоремамъ главы I I I ; тамъ же помѣщены 
замѣчательнѣішія усовершенствованія л упрощенія этого способа, пред-
ложенный Л а г р а н ж е м ъ , ДеламбрЪмъ и Лежандромъ. 

П р и рѣшенід триугольииковъ по нелогариомическпмъ Формуламъ, или 
помощію в с п о м о г а т е л ь н ы х ъ у г л о в ъ , а т а к ж е при изслѣдоваиіи общихъ Фор-
м у л ъ для рѣшенія с о м в и т е л ь н ы х ъ с л у ч а е в ъ , я ч а с т о п р и б ѣ г а л ъ к ъ п р і е -
мамъ граФическимъ и к ъ наглядному объясненію помощію ч е р т е ж а . В ъ 
этомъ с л у ч а ѣ я не могъ пе с о з н а т ь справедливости с л о в ъ Л а г р а н ж а , к о т о -
рый говоритъ, что иногда самыя элементарный построенія м о г у т ъ с л у ж и т ь 
к ъ иоясненію в е с ь м а с л о ж и ы х ъ а н а л и т и ч е с к и х ъ Формулъ. „ J ' a v o i s soin 
— говорить оиъ — de revenir f r é q u e m m e n t a u x considerations g é o m é t r i -
ques , que j e c r o i s t r è s - p r o p r e s à donner a u j u g e m e n t de la force et de la 
n e t t e t é " . 

В ъ параллель с ъ обще-принятыми способами вычисленія, какъ триу-
гольииковъ, такъ и нелогариѳмпческихъ Формулъ, я счпталъ полезиымъ 
ознакомить учащихся съ примѣнеиіемъ Гаусовыхъ логариомовъ суммъ 
и разностей. 

К ъ каждому отдѣлу приложено мною по нѣскольку задачъ, какъ для 
упражненія въ вычисленіяхъ, такъ и для самостоятельныхъ теоретичес-



2 ) Выводъ главнѣйшихъ общихъ Формулъ для рѣшенія косвенноуголь-
ныхъ сферическихъ триугольниковъ 3 2 — 3 8 . 

3 ) Обращеніе главныхъ нелогариѳмическихъ Формулъ в ъ л о г а р и ѳ -
мическія. . 3 8 — 4 9 . 
§ 5 . 1 ) Ч и с л е н н ы е п р и м ѣ р ы для рѣшенія р а з л и ч н ы х ъ с л у ч а е в ъ сФеричес-
к и х ъ триугольниковъ 4 9 — 5 8 . 

2 ) Ч а с т н ы е случаи рішенія косвенноугольныхъ сферическихъ т р и у -
гольниковъ 5 8 — 6 0 . 
§ В . Р А З Б О Р Ъ СОМНИТЕЛЬНЬІХЪ СЛУЧАЕВЪ ПРИ РѢШЕНІИ СФЕРИЧЕС-

КИХЪ ТРИУГОЛЬНИКОВЪ. 

1 ) Мзслѣдованіе помощію чертежа 6 0 •— 6 3 . 
2 ) Аналитическое изслѣдованіе сомнительныхъ с л у ч а е в ъ . 6 3 — 6 5 . 

§ 7 . Задачи, рѣшеніе которыхъ основано на сферической тригономе-
тріи ^ . . . . і 6 5 — 6 8 , . 

ПРНБШЕНІЯ. 1 . В ы ч и с л е н і е окружности малаго круга по окружности 
большаго круга шара. Опредѣленіѳ длины градуса параллели земнаго шара, 
по географической широтѣ м ѣ с т а . 

2 . ЗАДАЧА ЛЕЖАНДРА. Рѣшеніе сферическаго триугольника, к о -
тораго три стороны весьма малы въ сравнеиіи съ радіусомъ шара. 

3 . Таблица главнѣйшихъ Формулъ сферической тригоіюметріи. 



Н А Ч А Л Ь Н Ы Й О С Н О В А Н І Я 

СФЕРИЧЕСКОЙ ГЕОМБТРІИ И ТРИГОНОМЕТРШ. 

ГЛАВА I. 

К р а т к і й о ч е р к ъ с « і » с р и ч е с к о й г е о и е т р і в . 

% «• 

4 ) П Р В Д В І Р И Ш Ь Н Н Я С В Ш Н І Я . Круги иіара, оси, полюсы. ( * ) И з ъ 

геометріи уже извѣстно, что: 1. Всякое сѣченіе шара плоскостію 
есть кругъ; если сѣченіе проходитъ черезъ центръ шара, то 
кругъ называется болынимъ или великимъ- малымъ кругомъ 
шара называется такой, сѣченіе котораго цроходитъ не черезъ 
центръ шара. Окружности болыиихъ круговъ пересѣкаются 
взаимно на двѣ равныя ласти. Круги шара, которыхъ плоско-
сти параллельны, называются параллельными кругами. 

Прямая Р Р ' (черт. 1) , проходящая черезъ центръ шара, и 

(* ) Поверхность шара, а также свойства скерическихъ Фигуръ, составленныхъ 
дугами бодьшихъ и малыхъ круговъ, еще съ древнѣйшихъ временъ были предме-
томъ изсдѣдованія знаменитыхъ геометровъ. На поверхности шара древніе стара-
лись рыипть построеніемъ нѣкоторые вопросы, относящіеся до астрономіи. 

Гипнарх» HuKeiicKiüj ИЛИ Родосскій, (потому что въ этомъ городѣ онъ началъ 
свои астрономичсскія изысканія), жившій 160 г. — 125 г. до P. X . , паписалъ 12 
книгъ о хордах»; книги эти не дошли до насъ: объ нихъ упоминаетъ Ѳеоне Алек-
сандрійсісій. Систематическое изложеніе сферической геометріи, составленное Ѳеодо-
сіемѵ, современникомъ Цицерона (сферика Ѳеодосія Триполійскаго, около 60 л. до 
P. X) , закдючаетъ въ себѣ древнѣйшія, извѣстныя намъ изысканія по этому пред-
мету. Въ III книгѣ этого сочиненія находятся предложенія до того затруднявшія 
древнихъ геометровъ, что Паппусъ почелъ необходимымъ написатъ къ ней ком-
ментаріи. Замѣчательны также изысканія, предложенный Менелаем» (въ концѣ 1-го 
сголѣтія по P. X . ) . Полнѣйшее изъ древнихъ сочиненій по этому предмету, Aima-
geste (Великая книга) Птоломея (около 140 л. по P. X ) , должно быть отнесено къ 
сферической трнгонометріи. ПтоломеЙ, какъ полагаютъ, заиметвовалъ многое изъ 
книгъ Гиппарха. Сферика древнихъ была значительно пополнена трудами новѣй 
шихъ геометровъ: Ніеты, Шнслліуса Жирара, Лекселп и Еіілера. 



перпендикулярная къ плоскости EF круга шара, называется 
осью этого круга шара. Концы оси Р, Р' называются полюсами. 
Изъ этихъ опредѣленій понятно: что каждый изъ нолюсовъ на-
ходится на равномъ разстояніи отъ всѣхъ точекъ окружности; 
дуги PC' , PD' большихъ круговъ, соединяющія полюсъ съ к а -
кою либо точкою окружности, равны между собою; дуги PC,PD 
большихъ круговъ, соедипяющін полюсъ съ точками С, D дру-
гаго большаго круга, равны 90°. 2. Ось круга шара удовлетво-
ряетъ слѣдующимъ пяти условіямъ: а) проходить черезъ центръ 
g круга шара, Ь) черезъ центръ шара, с) черезъ оба полюса и 
d) находится на прямой, перпендикулярной къ плоскости; слѣдо-
вателыю если два изъ этихъ условій существуютъ, то необхо-
димо I существуютъ и остальпыя три; такъ наприм.: а), прямая, 
проходящая черезъ центръ круга шара и черезъ центръ шара, 
пройдетъ и черезъ оба полюса и будетъ перпендикулярна къ 
плоскости этого круга шара, Ь) прямая, соединяющая центръ 
шара Сѣ одним'ь изъ полюсовъ, пройдетъ черезъ центръ круга, 
шара и будетъ перпендикулярна къ плоскости этого круга. 
3 . Большой кругъ CP шара, проходящій черезъ полюсъ Р дру-
гаго большаго круга AB, перпендикуляренъ къ этому второму 
кругу, и обратно, всякій большой кругъ Cl), пер п е н д и к у л яр н ы й 
къ другому кругу AB, пройдетъ черезъ полюсъ Р этого послѣ-
дняго круга. 

Примгьчаніе. Построеніе угловъ и перпендикуляровъ на по-
верхности шара, а ташке дѣленіе дугъ и сФеричоскихъ угловъ по-
поламъ, проведеніе дугъ перпендикулярныхъ -къ другимъ дугамъ 
и проч. производится какъ и въ планиметріи. Такъ какъ въ 
сферической геометріи и въ сферической тригонометріи разсма-
триваются преимущественно Фигуры, состоящія изъ дугъ боль-
шихъ круговъ шара, то мы и обратимъ особенное вниманіе на. 
задачи и теоремы, относящіяся къ этимъ кругамъ. 

ЗАДАЧА- Данной дуги большаго круга гиара отыскать полюсе 
(черт. 1). 

Рѣгиеніе. Полюсъ Р дуги AB даннаго большаго круга ша-
ра можстъ быть отысканъ слѣдующимъ образомъ: 

a ) Помощію пересѣченія двухъ дугъ C P , DP большаго кру-
га шара, перпендикулярныхъ къ данной дугѣ, и возставленныхъ 
изъ точекъ C,D, разстояніе между которыми не равно 180°. 

b) ІІомощію пересѣченія двухъ дугъ CP, DP большаго кру-
га шара, изъ которыхъ каждая равна 90° , и который описаны 



изъ точекъ С, 1), находящихся между собою на разстояніи боль-
шемъ или менъшемъ 180°. » 

с) Помоіцію дуги большаго круга шара CP, перпендикуляр-
ной къ данной дугѣ A B , если отъ основанія 0 , по перпендикуляру 
C P , отложимъ дугу въ 90° . 

2 ) о СФВРИЧЕСЙОШЪ УГІІѢ- У гола заключенный между дугами двуха 
болъшцхв круговз, называется сферическими. Точка встріьци 
болыиихо кругона называется вершиною углал а самыя дуги— 
сторонами его. 

ТЕОРЕМА 1-

Сферическій угола равена углу наклоненгя плоскостей его 
сторона, а потому измѣряется плоскими углома ему соотвгьт-
ствующима. или дугою болыиаго круга шара, заключенною меэгс-
ду его сторонами, и описанною иза его вершины кака полюса. 

Доказательство. Такъ какъ дуги P C , PD болъшихъ круговъ 
(черт. 1 ) лежать на плоскостяхъ P C P ' , PDP' даннаго двугран-
наго угла CPP'D и имѣютъ одинаков ыаправленіе съ касатель-
ными къ нимъ проведенными, то понятно, что СФеричеекій уголъ 
CPD равенъ углу наклоненія плоскостей CP и DP', слѣдователь-
но имѣетъ мѣрою плосній уголъ CoD, соотвѣтствующій дву-
гранному углу при ребрѣ Р Р ' . Но плоскій уголъ CoD измѣ-
ряется дугою CD, содержи мою между сторонами даннаго СФери-
ческаго угла, и описанною изъ вершины Р , какъ люлюоа. 

Примѣчаніе 1. Сферическіе углы, смотря по плоскимъ уг_ 
ламъ имъ соотвѣтствуюіцимъ, раздѣляются на прямые, острые 
и тупые. 

Примѣч. 2. Изъ доказанной нами теоремы видно, что с®е-
рическіе углы могутъ быть сравниваемы между собою помощію 
плоскихъ угловъ имъ соотвѣтствующихъ, а потому къ СФерич. 
угламъ могутъ быть примѣнены доказанный въ планиметріи те-
оремы о суммѣ двухъ или нѣсколькихъ прилежащихъ угловъ, 
имѣющихъ общую вершину, а также объ углахъ противополож-
ныхъ при вершинѣ, и проч. 1 

3 ) о СФЕРИЧНИИХЪ ТРИУГОЛЬНИВАХѴ Часть поверхности шара, со-
держимая въ трехъ дугахъ болыпихъ круговъ, называется сфе-
рическима триуголъникома. Дуги большихъ круговъ, составляю-
щія триугольникъ, называются сторонами его. Триугольникъ, 
въ которомъ есть прямой уголъ, называется прямоугольныма^ 



триугольникъ, въ которомъ есть сторона равная четверти окруж-
ности, или 90°, называется четвертными. Триугольникъ, въ 
которомъ нѣтъ ни прямаго угла, ни дуги въ 90° , называется 
косвенноугольньіму. 

4 ) В З А И М Н А Я С В Я З Ь М Е В Д У С Ф Е Р И Ч Е С Н И Ш Ъ Т Р И Ш Ь Н И К О И Ъ И Т Р Е Г Р А Н Н Ы М Ъ 

УГЛОМЬ. ЕШУ СООТВѢТСТВУЮЩИШЪ. Если вершину 0 треграннаго угла 
О ABC примемъ за центръ (черт. 2) и произвольнымъ радіусомъ 
опишемъ шаровую поверхность, пересѣкающую ребра этого угла 
въ точкахъ А, В , С, а грани — въ дугахъ AB, АС, ВС, то на 
поверхности шара составится с®ерическій триугольникъ ABC. 
У г л ы этого триугольника будутъ соотвѣтствовать двуграннымъ 
угламъ при ребрахъ OA, OB, ОС, а стороны AB = с, ВС = а, 
АС = b будутъ соотвѣтствовать плоскими угламъ АОВ, ВОС, 
АОС даннаго треграннаго угла. 

5 ) О П Р Е Д Ш Н І Е СФЕРИЧЕСКОЙ ТРИГОЯОМЕТРІИ- Сферическая тригономе-
трія имѣетъ цѣлію по достаточному числу данныхъ въ триуголь-
никѣ опредѣлять или вычислять остальны^Ц|(|. 

Зная взаимную связь между треграннымъ угломъ и сФери-
ческимъ триугольникомъ, ему соотвѣтствующимъ, нетрудно до-
казать слѣдующія теоремы: 

Т Е О Р Е Ш І 2 . 

третьей, т. е. 

Во всяком?, сферическом^ триугольникѣ: 

1. Суммй всякихв двухв сторону больше 
w A B w АС > w ВС. 

2 . Сумма треху сторону меньше окруо/сности круга или 
3 6 0 т . е. w AB + w АС + w ВС < 360° . 

Доказат. на 1-ое Во всякомъ 
трегранномъ углѣ (черт. 2 ) 
Z АОВ + Z АОС > Z В О С, 
но уг. АОВ = w AB, 
уг. АОС - w A C , y r . B O C = w B C , 
подставивъ, получимъ 

w A B 4 - w АС > w ВС. 

Доказат. на 2-ое. Во вся-
комъ трегранномъ углѣ (черт. 2 ) 
АОВ 4 - ВОС 4 - АОС < 4<Ц 
вмѣсто равныхъ подставивъ р а в -
ный, получимъ 

, A B - | - w B C 4 - W A C < 3 6 0 ° . 

Примѣч. Всѣ свойства, которыя въ слѣдующихъ теоремахъ 
будутъ нами выведены для сферическихъ триугольииковъ, могутъ 
быть отнесены и къ треграннымъ угламъ. 



T E O P E Œ A 3 -

Если вершины угловъ А, В, С даннаго с®ер. триугольника 
примемъ за полюсы и опишемъ дуги большихъ круговъ, то че-
резъ пересѣченіе этихъ дугъ составится новый СФеричеекій три-
угольникъ А'В'С', полярный данному (черт. 3). 

Главный свойства полярныхъ триугольниковъ состоять въ 
слѣдующемъ: 

1) Если вершины угловб первого суть полюсы дуге второго, 
то и обратно вершины у г лове второго суть полюсы дуге первого. 

2) Уголь одного вмѣстѣ сб противолежагцею ему стороною 
другого составляюте 180°. 

Доказательство на 1. Точка В есть полюсъ дуги А'С', слѣд. 
w А ' В — 90° ; точка С есть также полюсъ дуги А'В', слѣдоват. 
w А'С = 90° , а потому точка А', отстоящая отъ двухъ точекъ 
В и С на 90° , есть полюсъ дуги ВС. Такимъ же образомъ до-
кажемъ, что и остальныя вершины В' и С' соотвѣтственно суть 
полюсы дугъ АС и AB. 

Доказательство на 2 . Продолживъ дуги AB, АС до пересѣ-
ченія ихъ съ дутою В'С' въ точкахъ D, Е , 

получимъ ^ В ' Е = 90° і Но какъ Z А = w DE, 
w DC' = 90° / W B'C' = a', 

слѣд. w B 'E - { - w DC' = 180°, l то и получимъ 
откуда w DE-f- w B'C' = 180°. J Z A w a' = 1 80°. 

Также докажемъ, что B + b' = 180° , С + с' = 180° . 
Продолживъ дугу ВС до пересѣченія ея съ дугами А'В', А'С 

въ точкахъ F , G, подобнымъ же образомъ докажемъ, что 
А' + а = 180° . 

Слѣдствіе і. Во всякоме сферическомб триуголъникѣ сумма 
трехб угловб болѣе 1 8 0 и менѣе 540°. 

Доказательство. Данному сферическому триугольнику ÄBC 
начертивъ полярный А'В'С' (черт. 3 ) , 

получимъ А а' = 180° \ Слѣд. сумма угл. 
В -f-Ь' = 480° I А + В + С < 540° . 

С + с' = 180° I 
A - f В + С + а ' + Ь' -І- с' = 540° . ] 

Но а' + Ь' 4 - с' < 360°, 
отнимая, получимъ A -f- В -{- С > 180°. 

Примѣчанге. Поэтому сферическій триугольникъ можегъ 
имѣть одинъ прямой уголъ, или одинб тупой, два прямыхъ у,г-



ла (триугольникъ двухпрямоугольный, birectangle), иди бея ту-
пыхъ; также три прямыхъ (триугольникъ трехпрямоуголыіый, 
trîrectangle), или три тупыхъ. 

Следствге 2. Во всякома сферическома треугольнике избы-
тока суммы двуха углова преда третъимв менѣе 180°. 

Доказательство. Сдѣлавъ тоже пострбеніе, какъ и въ 1-мъ 
слѣдствіи, изъ полярнаго Л А'В 'С получимъ а' - } - Ь' > с', 
вмѣсто а', Ь', с' подставивъ 180° — А , 1 8 0 ° — В , 180°—С, полу-
чимъ А 4 - В — С < 180°. 

Два сферическіе треугольника, начерченные па тома же ша-
ре, или на равныха гиараха, равны: 

1. Когда имѣюта по равному углу, содержимому ва сторо-
наха равныха порознь. 

2. Когда имеюта по равной стороне, прилежащей ка углама 
равньіма порознь. 

3. Когда три стороны одного равны трема сторонама друга-
го порознь. 

4 . Когда три угла одного равны трема углама друіаго порознь. 
Первые три случая доказываются какъ и въ геометріи на 

плоскости, четвертый же случай, не имѣющій мѣста въ пря-
молинейной геометріи, доказывается слѣдующимъ образомъ: 

Доказат. на 4 случ. Даннымъ триугольникамъ начертивъ 
полярные (черт. 4 ) , и, по предыдущей теоремѣ соотвѣтственно 
обозначая стороны и углы, получимъ 

Примеч. Если стороны и углы одного триугольника равны 
сторонамъ и угламъ другаго порознь, но равныя величины рас-
положены не одинакимъ образомъ, то такіе триуголыіики не мо-

ТЕОРЕША 4-

А -J- d = 2 прям. 
А' - ( - d' = 2 прям. 
А d = А' + d' 
но А = А' 
слѣд. d = d'. 
Такъ же докажу, что 
f = f и е = е'. 

слѣд. Л DEF = Л D'E'F', 
а потому D = D', F t = F', E = E ' . 
Ho D -j- a = D' + a' 

и D = D', 
сдѣд. ' a = a' . 
Такъ же докажу, что 

с = с' и b = Ь' ( * ) . 

( * ) Предлагаемъ учащимся доказать эту теорему безъ помощи полярныхъ три-
угольниковъ. 



гутъ быть одинъ на другой налагаемы, и называются симетри-
ческими. 

/ 
ТЕОРЕША 5-

Симетрически равные триуюлышки площадями равны. 
Доказат. Около данныхъ триугольииковъ ABC, abc описавъ 

малые круги (черт. 5 , № 1), и соединивъ полюсы этихъ круговъ 
съ вершинами данныхъ триугольииковъ, получимъ, что каждый 
изъ данныхъ триугольииковъ раздѣлится на равнобедренные СФЕ-
рическіе триугольники, которые могутъ быть наложены одинъ на 
другой: такъ Л АОС = А аос, 
Л АОВ — Л яоЬ и А ВОС — А Ьос, слѣдовательно и 
АОВ + ВОС + СОА = aob + Ьос соа, или 
A ABC = A -a b с. 

» 
Если полюсы малыхъ круговъ будутъ находиться внѣ дан-

ныхъ триугольииковъ (черт. 5, № 2) , то получимъ 
АОВ 4 - ВОС — АОС = aob 4 - Ьос — аос, 
откуда A ABC = A a b c . 

Т Е О Р Е Ш А 6 . • 

Во всякому сферическому триуголъникѣ ABC : 1J равнымг, 
сторопаму а и с противолежатв равные углы А и С, 

и обратно, 2 ) равныму углашу А и С противолежату равныя 
стороны а , с . 

Доказал/. на 1-е. Раздѣливъ пополамъ уголъ В, заключен-
ный между равными сторонами (черт. 6 ) , получимъ равные три-
угольники ABD и DBC, въ которыхъ уг. А — уг. С. 

Доказат. на 2-е. Пусть В = С, говорю, что b = с. 
Данному триугольнику начертивъ полярный DEF (черт. 6 , № 2 ) , 

получимъ 
В 4 - V — С 4 - f; но Е 4 - b = F + с, 

но В = 0 , притомъ Е = F, 
слѣд. е = f, слѣд. b = с. 

а потому и Е = F ; 

Т Е О Р Е М А 7 . , 

Во всякому сферическому триугольникѣ: 1) бблыиему углу 



противолежит?, большая сторона; 2) и обратно. большей сто-
ронгь противолежита ббльшгй угола. 

Доказат. на 1-е. Пусть уіч В > уг. А , говорю, ч т о Ь > а . 
Н а сторонѣ AB, прилежащей даннымъ угламъ (черт. 7, № 1 ) , при 
вершинѣ болынаго угла В , построивъ Z DBA = Z DAB, по-
лучимъ AD — DB; но BD DC > ВС; подстапивъ, найдемъ, что 

AD DC > ВС, 
или АС > ВС. 

Доказат. на 2-е. s Пусть A B > АС, говорю, что С > В . 
Данному триугольнику начертивъ полярный DEF, получимъ 

(черт. 7 , № 2 ) . 
с -j— F = 2 прям. но f - j - С = 2 прям, 
b -J- Е = 2 прям. и е - { - В = 2 прям, 
с - j - F = b - j - Е ; f + С = е + В; 
но с > Ь,„ f < е, 

слѣд. F < Е , а потому и f < е; слѣд С > В. 
Прибавленге. Предлагаемъ учащимся доказать слѣдующія 

свойства сферическихъ триугольниковъ: 
1. Во всякома прямоугольнома сферическома треугоАъниюъ 

каждый иза косвенныха угроза одинака ( * ) со стороною ему 
противолежащею, и обратно. 

2. Если сумма двуха сторона сферического треугольника 
равна, болѣе или менѣе 180°, то и сумма углова, противоле-
жагциха этила сторонама, соотвіьтственно равна, болѣе или 
менѣе 1 8 0 и обратно. 

Ііримѣч. Мы не предлагаемъ синтетическаго доказательства теоремъ 
издоженныкъ въ прибавленін, потому что свойства эти могутъ быть весьма 
легко выведены какъ слѣдствія изъ общихъ Формулъ сферической тригономе-
тріи. * 

y U 
/ \ À ОБЪ ИЗШѢРЕНІИ ПОВЕРХНОСТЕЙ СФЕРИЧЕСКИХЪ ФИГУРЪ-

/ / 
( ./ if . • I . ; ' І i i < ' . ' . ' 

Часть поверхности шара, содержимая между тремя дугами 
болынихъ круговъ. пересѣкающихся по двѣ, называется поверх -
ностію сферического треугольника. 

Мѣрою поверхности сферическихъ Фигуръ принимаютъ или 
поверхность сфергіческаго треха прямоугольного треугольника, 

( е ) Уголъ и сторона называютса одинакими если какъ уголъ, такъ и сторона 
одновременно меньше 90°, или каждая изъ величинъ равна 90°, или каждая больше 
90°. Въ противномъ же случаѣ величины эти называются относительно неодинакими. 



составляющая 8 - ю часть пов. шара (октантъ, triangle trirectangle); 
или граду сб сферической поверхности, т. е. такой СФ. триуголь-
никъ, у котораго двѣ стороны каждая по 90°,. а третья равна 
одному градусу б. кр. шара ( * ) ; или наконецъ одноградусный 
сферическій двусторонникб, т. е. такой двусторонние, котораго 
каждая сторона равна 1 8 0 ° , а уголь меягду ними въ одинъ 
градусъ. ( * * ) 

Въ геометріи уже доказано было, что пов. сфер, двусторон-
ника относится Кб пов. шара, какб уголб двусторонника Кб 360 
или какб дуга б. круга, измѣряюгцая сф. уголб двусторонника, 
относится Кб окружности б. круга; поэтому, обозначивъ черезъ 
Р поверхн. шара, а черезъ А СФер. уголъ двусторонника, полу-

чимъ, что пов. СФ. двусторон. А — -ggQO ' Р ; н о какъ Р = 4 л г " 

360° = 2тг, то, при г = 1 , пов. двуст. А = 2 А, т. е. поверхн. 
двусторонника имгьетб двойное число градусовб, заключаюгцихся 
вб дугѣ его измѣряюгцей. ; 

Примѣчанге. Два противоположные сферическіе двусторон-
ника CAFBC и C E F D C (черт. 7 ) , & е. имѣющіе по равному 
углу С, третьимъ большимъ к р у г о м ^ A B D E разсѣкаются к а ж -
дый на два триугольника, которые взаимно равны по два, а 
именно Д A F B — Д DCE, Д ABC = Л DEF. 

Доказат. w F B C = w В С Е и АС = ^ A CD I отнммая, 
w ВС = w ВС и w АС = w AC J получ. 

w F B = w С Е , w F A — w CD 
притомъ СФ. уг . A F B = СФ. уг . E C D , слѣд. Д A F B = Д E C D , 
также докажемъ, что и Д АСВ = Д E F D . 

ТЕОРЕМА 8 . Поверхность сферического триугольника относится 
Кб поверхности тара какб избытокб суммы трехб угловб три-
угольника безб 180° относится кб 720°. 

Доказат. Продолживъ стороны даннаго триугольника ABC 
до цѣлыхъ окружностей, получимъ, что окружности эти вторич-
но пересѣкутся въ точкахъ D, Е , F . Обозначивъ черезъ Р 
поверхность шара, получимъ (черт. 7 ) 

( * ) Такихъ градуеовъ въ поверхности шара 720. 

( # в ) Такихъ двусторонниковъ въ пов. шара 360, 



A I 
п. СФ. двуст. В А Е С В = A ABC + А АСЕ = Р ^ 1 Слагая, 

В [ 
п. с®, двуст. ABDCA = A ABC + Л ВВС = Р \ полу-

С I 
п. СФ. двуст. CAFBC = A ABC + A E C B — Р ! чимъ. 

2 ААВС А ABC 4 - А А С Е 4 - А ВВС 4 - А Е С В = Р . 

но A ABC 4 - А А С Е 4 - А ВВС 4 - A E C B = f Р , слѣд. 

2 A ABC + i Р = Р ( A + 6 B q 0 + C ) , откуда 

Л „ / A 4 - В 4 - С — 1 8 0 ° наконецъ A ABC = Р ( 1 — ^ — ^ • ( * ) 

Слѣдствіе. Извѣстно, что пов. шара Р = 720 гр. СФ. ПОВ. 
Р 

откуда Î град. СФ. ПОВ. = , С Л^д. 

A ABC — A 4 - С - 180° . 
т. е. поверхн. СФ. триугольника заключаетъ въ себѣ столько 
градусовъ СФ. пов. сколько находится обыкновенныхъ градусовъ 
въ суммѣ угдовъ СФ. ' триугольника безъ 180° . 

Величина А + В + С - 180° = • называется сферичес-
кими избытке Ma триугольника. 

Численные примеры. 1 . Цайти пов. СФ. А ABC, котораго 
А — 65° , В = 125° , С = 14І>°. 

Реги. По отысканнымъ Формуламъ найдемъ 
A ABC = 65° 4 - 1 2 5 ° + 140° - 180° = 150 гр. СФ. нов.; 

относя къ цѣлой поверхности шара, получимъ 
А ABC 150 5 ' 5 

— 720 = 24Г ' т - е- û А В С — П 0 В ' Ш а р - ; 

относя къ трехпрямоугольному триугольнику Т (trirect.), 
А А В С 150 5 5 

получимъ — = — J , т. е. A ABC = ~ Т. 

ее 

пъ 

( " ) Теорема эта принадлежит® Альберту "Жирару (Alb . Girard); мы доказали 
основываясь на способ®, предложенномъ математиком® Каваллери (Cavalleri) . 
Подробное изложеніе Сферической геометрін можно найти въ сФерикѣ Schulz и 
тригонометріи Pfleiderer. 



Примѣру 2. Даны А = 43° 20 ' ; В = 7 9 г " Э т " 7 ^ С = 8 2 ° 34' 2 6 " ; 
опредѣлить пов. СФ. триугольника. 

Рѣги. C®ep. избыт — А Д - В Д - С — 1 8 0 о д = 2 5 ° 4 ' 5 " ; Р = пов. шар. 
25° 4' 5" 9 0 2 4 5 

A A B C = r w - P = W o W Р = 0 ,034817 Р . 

ТЕОРЕША 9. Поверхность сферического многоугольника равна из-
бытку суммы всѣху углов s многоугольнгіка преду 180° столько 
разу взятыми, сколько ву многоугольникѣ сторону безу двуху. 

Доказат. Всякій многоугольникъ діагоналями, проведенны-
ми изъ вершины одного изъ угловъ, раздѣляется на столько 
триугольииковъ, сколько въ многоугольникѣ сторонъ безъдвухъ; 
слѣдовательно, если въ многоугольникѣ п сторонъ, то триуголь-
ииковъ будееъ а — 2 (черт. 8 ) . 

Но A A B C = а Д- В Д- с — 180° j слагая, 
A ACD = а' d Д- с/ — 180° [ получимъ , 
A > E D = а" 4 - d' Д- Е — 180° ( 

и, т. д. 
Пов. СФ. мы. A B C D E = [s — 180° (п — 2)] = г', 

гдѣ s есть сумма всѣхъ угловъ многоугольника, а п число сто-
ронъ его. 

Величина е' называется сферическиму избыткому многоу-
гольника. - ' 

$ 2 

СФЕРИЧЕСКАЯ ТРНГ0Н0МЕТР1Я 

Т Е О Р Е М Ы , ОТПОСЯЩІЯСЯ К Ъ ВЫЧИСЛЕНИЮ П Р Я М О » 
Г О Л Ь Н Ы Х Ъ СФЕРІІЧЕСЮИЖЪ Т Р П Э Т О Л Ь П И К О В Ъ . 

О число возшожнахъ Ш Ч А Е В Х Я Р И Р Ш Е Н І В П Р Я М О У Г О Л Ь Н Ы Х 1 ! . С Ф Е Р И Ч Е С К И Х Ъ 

ТРІУГОДЬНННОВЪ Обозначая черезъ А прямой уголъ СФериче-
скаго триугольника, а черезъ а гипотенузу, получимъ, что 
пять величинъ а, Ь, с, В , С, будучи взяты 'по три, даютъ 

5 . 4 . 3 
————— = 10 различныхъ соединеній: abc, abB, abC, асВ, 

( * ) 1) Изъ сочинёній Птоломея о рѣшеніи триугольникове видно, что древніе 
рѣшали ихъ помощію хорде. Если наприм. черезъ А , В , С назовемъ углы прямо-
линейнаго триугольника въ кругѣ вписаннаго, а черезъ а, Ь, с его стороны, или 
хорды, то хорды эти будутъ соотвѣтствовать дугамъ, измѣряющимъ двойные углы 
2А, 2В , 2С; слѣдовательно получимъ 



acC, аВС, bcB, ЬсС, ЬВС, cBC. Но, при вычисленіи триуголь-
никовъ, случай асВ рѣшается по тѣмъ же Формуламъ какъ и 
abC, „ также acC и ab В, bcC и bcB, и cBC и ЬВС, такъ что 
совершенно различныхъ случаевъ при рѣшеніи прямоугольныхъ 
сферическихъ триугольниковъ можетъ быть н^болѣе шести, а 
именно: 

Данный Искомый 

I. b, Щ a, в , C; 
и . a, b; c , B, C; 

III. b, ' C ; a, c , B; 
IY. a , B ; b, c , C; 

Y . b, B; a, C; 
YI . в , G; a, b, c . 

а : b — хорд. 2А : хорд. 2В ( і ) , т. е. стороны триугольника отно-
сятся между собою какъ хорды двойных« угловъ им« противолежащих«. Если 
бы, напримѣръ, по двумъ сторонамъ a, b триугольника и по углу А требовалось 
отыскать уголъ В, то удвоивъ уголъ А, отыскали бы по таблицамъ хорду дуги 2А. 
Въ пропорціи (і) будутъ извѣстны три члена, по которымъ отыщемъ четвертый, 
т. е. хорду дуги 2В. Зная хорду, найдемъ по таблицамъ величину 2В, a сдѣдоват. 
и уголъ В. 

Поели предварительныхъ изысканій древнихъ въ сферикѣ, исторія сферической 
тригонометріи находится въ тѣсной связи съ исторіею тригонометріи прямоли-
нейной. 

2) Введеніе синусовs, вмѣсто хордъ, приписываютъ аравитянину Магомет«-
Бенъ-Музу, или другому, еще болѣе извѣстному аравійскому математику Гебер«-
Бене- Афла (въ XI вѣкѣ). Примьненіе тангенсовs къ рѣшенію триугольниковъ 
должно было еще болѣе облегчить и упростить вычисленія. 

Преобразователемъ сферической тригонометріи должно, по справидливости, по-
честь Регіомонтана: имъ составлены (около половины X Y вѣка) таблицы триго-
нометрическихъ линій ва каждый градусъ и минуту для первой четверти, при радіу-
сѣ — 1000000. 

Написанное имъ сочиненіе о триугольникахъ (въ 5 книгахъ) содержитъ въ себѣ 
подробное изложеніе прямолинейной и сферической тригонометрій: тутъ собраны 
были почти всѣ извѣстные тогда синтетическіе пріемы для рѣшенія. триугольниковъ. 

3) Значительное измѣненіе въ этой наукѣ должно было произойти отъ примѣне-
яія логариѳмовъ, введенныхъ Непером« (1614 г) и приспособленныхъ къ вычисле-
нию Бриггомъ (1624 г.) . 

Эйлеръ показалъ способъ аналитически выводить всѣ необходимыя уравнения 
сферической тригонометріи изъ одного главнаго, и, такимъ образомъ, приведъ науку 
къ меньшему числу началъ (Mém. de Berlin 1753, p. 233; Acta Petropolit. 1778,1). 
Тригонометрія, изложенная по системѣ Эйлера, съ небольшими измѣненіями помѣ-
щена въ курсѣ Лакроа, Дадьнѣйшими усовершенствованіями своими сферическая 
тригонометрія обязана трудамъ Лагранжа (Journ. de l'ec. Polyt-, cahier 6, p. 
280), Деламбра (Astron. par Delambre, T. I ) , Лежандра (Géom.), Каньёли, Бер-
трана, Дитера, Ceppe и друтихъ. 



Выводъ Формулъ соотвьтствующихъ для каждаі'0 изъ втихъ 
случаевъ основанъ на сдѣдующихъ теоремахъ: 

Т Е О Р Е М А 1 . 

Во всякома прямоугольнома сферическома триугольникѣ ко-
синуса гипотенузы равена произведенію косинусова двуха- прочиха 
сторона, т. е. Cos а = Cos b. Cos с. 

Доказательство. Вершины А, В, С даннаго триугольника 
соединивъ съ центромъ О шара, получимъ трегранный уголъ 
О ABC (черт. 9 ) . Изъ вершины С одного изъ косвенныхъ угловъ 
на ребра OA и O B опустивъ перпедникуляры CD, СЕ, и про-
ведя DE получимъ,ччто уг. DEO есть прямой, слѣд. уг. CED есть 
плоскій, соотвѣтсвующій двугранному при ребрѣ OB, и потому 
служитъ мѣрою СФерич. углу СВА. Помощію этого построенія 
получимъ четыре прямоугольные триугольника CDO, CDE, С Е О 
и DEO. Но OD = Cos DOC = Cos b; O E = Cos СОЕ = Cos a , 
притомъ въ триугольникѣ DOE уголъ DOE = с. 

Изъ тогоже триугольника получаемъ 
O E л Cos а 

Cos DOE = j-=r , или Cos С = —р. г— , 
OD 7 Cos b 1 

откуда Cos а = Cos b. Cos с. 
Примѣч. 1. Хотя теорема эта, по чертежу, доказана для 

прямоугольнаго триугольника, въ которомъ каждая изъ сторонъ 
менѣе 90° ; но справедливость этого вывода не трудно доказать 
и для всѣхъ другихъ случаевъ. -yf 

ГІримѣч. 2. Изслѣдуя уравненіе Cos a = Cos b. Cos с, нахо-
димъ, что Cos а будетъ положительнымъ, когда Cos b и Cos с съ 
одинакими знаками, и Cos а будетъ отрицательнымъ, если Cos b 
и Cos с съ разными знаками, т. е. 

Cos а = Cos b. Cos с. 

+ • - -
- . + 

Отсюда получаемъ, что во всякома прямоугольнома сфериче-
скома триугольникѣ гипотенуза < 90° , когда оба катета оди-
ноки, т. е. оба болѣе, или оба менѣе 9 0 ° ; и гипотенуза > 90° , 
когда оба катета неодинаки. т. е. одинъ изъ нихъ > , а другой 



< 9 0 ° , и обратно. Наконецъ если одна изъ стороне Ь, или с 
равна 90° , то и гипотенуза — 90°. 

ГГрггмѣч. 3, Во всякомъ прямоугодьномъ сФерическомъ триу-
гольникѣ число сторонч> большихъ 90° необходимо должно быть 
четное. ф 

ТЕОРЕМА 2. 

Во всякоме прямоугольномб сферическоме триугольникѣ си-
нусе одного изб острыхе угловб равене синусу стороны про-
тиволежагцей этому углу, раздѣленному на синусе гипоте-

за b 
низы. т . е. Sin В = —хг. 

Sin а 
Доказательство. Изъ плоскаго прямоугольнаго триугольника 

C E D (черт. 9 ) получимъ 
CD 

Sin CED = - щ г , но Z CED = В; CD == Sin b; C E = Sin a , 
Sin b 

сдѣдователъно Sin В == . 
Sin а 

Изслѣдованге полученной формулы. 
m Sin b < 

I . Такъ какъ Sin В всегда»долженъ быть ^ і. то и — : — I, 
— Ыа а — 

т. е. что синусе стороны не можете быть болѣе синуса гипо-
тенузы. Отсюда, если сторона и гипотенуза въ первой четверти, 
то сторона должна быть менѣе гипотенузы; если же сторона и 
гипотенуза во второй четверти, то необходимо, чтобы сторона 
была болѣе гипотенузы. 

Наконецъ, если b < 90° , но а > 9 0 ö , то a -f- b < І 8 0 ° , 
если b > 90° , а < 9 0 ° , то а Д- Ь > 1 8 0 ° . 

Sin b 
2 . Изъ этой же Формулы получаемъ, что Sin а = g.^ — 5 

но какъ Sin а всегда j f 1, то для возможности рѣшенія необ-

ходимо, чтобы синусе стороны быле не болѣе синуса угла ей, ' 

противолежагцаго. 

Формулы, показывающія взаимную связь между остальными 
частями сферическаго прямоугольнаго триугольника могутъ быть 
легко выведены или помощію подобныхъ же геометрическихъ 



ііостроеній, для каждаго частнаго случая особенно, или изъ об-
щихъ Формулъ сферическихъ триугольниковъ (что и будетъ 
объяснено въ слѣдующихъ § §) ; чаще же всего правила эти 
предлагаются въ двухъ мнемонических^ теоремаха Непера, упро-
щенное доказательство которыхъ, — основанное на свойствахъ 
сферическаго пятиугольника, — мы здѣсь и предлагаемъ. 

С Ф Е Р И Ч Е С К І Й П Я Т И У Г О Л Ь Н И К У 4 

Т Е О Р Е М А . ЕСЛИ продолжимъ стороны прямоугольнаго с®е-
рическаго триугольника, (см. политип.) и, взявъ вершины угловъ 
при гипотенузѣ, за полюсы, опишемъ дуги великихъ круговъ, 
то черезъ пересѣченіе этихъ дугъ съ продолженными сторона-
ми прямаго угла, составится сферическій пятиугольникъ (кото-
рый мы назовемъ полярнымъ данному прямоугольному сфериче-
скому триугольнику); главныя свойства этого пятиугольника со-
стоять въ слѣдующемъ: 

1 ) На каждой сторонѣ пятиугольника BCHJK, чрезъ продол-
женіе двухъ другихъ сторонъ, къ ней прилежащихъ, составятся 
прямоугольные триуголышки. 

2 ) Вершина каждаго изъ угловъ сФерическаго пятиугольни-
ка есть полюсъ стороны, ему прямо противулежащей. 

3 Основаніе этого пятиугольника, есть гипотенуза даннаго, 
основного триугольника; прилежащія къ ней двѣ стороны пяти-
угольника суть дополненія до 90° остальныхъ двухъ сторонъ 
триугольника, послѣднія же двѣ стороны пятиугольника равны 
двумъ косвеннымъ ( * ) угламъ, (прилежащимъ къ гипотенузѣ) 
даннаго триугольника. 

П О С Т Р О Е Н І Е П Я Т И У Г О Л Ь Н И К А . Стороны AB и АС, 
содержащія прямой уголъ, продолжу за, гипотенузу, по направле-
нію дугъ ABF и ACQ (см. полит.); гипотенузу, ВС продолжу 
въ обѣ стороны, и отложивъ СЕ — 90° и BD —90°, проведу 
дуги EG и DF перпендикулярно къ дугѣ ED, и продолжу ихъ 
до пересѣченія со сторонами црямаго угла, въ точкахъ F и G. 
Такимъ образомъ составится сФерическій пятиугольникъ BCHJK, 
котораго всѣ стороны суть дуги болынихъ круговъ. 

( * ) Углы при іипотенузѣ сФерическаго триугольника мы будемъ называть косвен-
ными] если же оДинъ изъ нихъ есть прямой, или оба прямые, то триугольникъ, 
какъ ИЗВѢСТНО, не требуетъ тригонометрическаго рѣшенія. Сферическій триугольникъ 
не требуетъ рѣшенія и въ томъ случаѣ, если кромѣ гипотенузы одна изъ сторонъ 
около прямаго угла равна 90". 



Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О на I) . Углы А, Е и D суть прямые 
по построенію; надо только доказать, что и углы F и G также 
прямые; но и это оче-
видно, потому что точ-
ки В и С суть полюсы 
дугъ DF и E G , слѣдо-
вательно дуги BF и CG 
перпендикулярны къ 
дугамъ DF и EG. И -
такъ всѣ триутольники 
ВЕК, E E J , JGH, Н Е С , у » \ / \ ж 
стоящіе на сторонахъ \ Ч( \ . / / 

/ . / \ні 
полученнаго пятиуголъ- „ / Д | .. - 'I / \ 

•V • Ч ! /1 \ 
ника, — суть прямоу- / \ \ / . --" ' ; /ф і 
гольные. — ' I / 

2 ) Вершины В и С І 2 J 
суть полюсы дугъ DF f \ / 
и E G , a слѣдовательно i X в 

И дугъ H J И /С/, — ПО 1 ..."'А-:.. / 
построенію; отсюда же ьб ——"*" 
видно, что и точка J 
есть полюсъ дуги Е Е , или дуги ВС. Нетрудно доказать, что 
точка К есть полюсъ дуги СН, потому что дуга С Е = 9 0 ° 
(ибо С есть полюсъ дуги E G ) , притомъ w А С < 90°, слѣдо-
вательно точка Е , находясь на дугѣ А Е , перпендикулярной къ 
АН, — при разстояніи АС, менынемъ четверти окружности, — 
удалена отъ дуги АН на 90°, то очевидно, что точка К есть 
полюсъ дуги CH. Точно такимъ же образомъ докажемъ, что и 
точка H есть полюсъ дуги КВ. 

3 ) Очевидно, что основаніе этого пятиугольника равно гипо-
тенузѣ а. 

Изъ иостроенія видно, что —̂  АК — 90° (ибо К есть полюсъ 
дуги АН) , и AB — с, слѣдовательно KB = ' 90° — с. Такимъ 
же образомъ докажу, что СН = г 90° — Ь. 

Наконедъ w EJ — 90° , (точка J есть полюсъ дуги Е Е ) ; 
также и w KL = 90°, (точка Е есть полюсъ дуги ZH); 
слѣдоват. —- EJ ~ 4—' HZ,, а потому w К J — — E Z ; 

но w - EL — Z С, слѣдоват. и w E J = Z С. 



Такъ же докажу, что и w JH — w DM —LB (*). 

Присовокупляя къ сему извѣстную тригонометрическую тео-
рему: что во всяком'/ прямоугольно ms сферическомб триуюлъші-
кѣ косинусе гипотенузы равене произведенгю косинусове двухе 
прочихб стороне, т. е. 

Cos а = Cos b. Cos с (а), 
и, основываясь на свойствахъ сФерическаго пятиугольника, нами 
предложенныхъ, можно доказать слѣдуюіція два общія правила 
Непера:-

Т е о р е м а 1 . В б сферическоме пятиугольники В CIUK ко-
синусе каждой и зб стороне равене произведенгю сипу сове двухе 
стороне, ей прилежащихе, т. е. Cos ВС — Sin CH. Sin КВ. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ВЪ триугольникѣ ABC. 

Cos а = Cos b. Cos с (а). 
или Cos ВС = Cos АС. Cos AB. 

но Cos AC = Sin ( 9 0 ° — AC) = Sin CIL 
и Cos AB = Sin ( 90° — AB) = Sin KB; 

подставивъ вмѣсто равиыхъ равныя, получимъ 
Cos ВС = Sin СИ. Sin KB; ч. и д. н. 

Докажемъ это же свойство для какой-либо другой стороны 
сФерическаго пятиугольника. 

Изъ треугольника EKB имѣемъ Cos KB=Cos EK. Cos BE; 
HO Cos EK = Sin ( 90° — EK) = Sin К J, 

и Cos BE = Sin ( 90° — EB) = Sin ВС; 
подставивъ, получимъ Cos KB = Sin KJ. Sin ВС. 

Очевидно, что теорема эта такимъ же образомъ докажется и 
для каждыхъ трехъ рядомъ лежащихъ стороиъ пятиугольника. 

Т Е О Р Е М А 2 . В б сферичеркоме пятиугольники В CIUK коси-
нусе стороны отдѣльно стоящей равене произведенгю котанген-
сове двухе стороне рядоме стоягцихе, т. е. 

Cos ВС = Cotg JH. Cotg KJ. 
Правило вывода, и доказательство Формулы: 
1 ) Возьму косинусъ отдѣльно стоящей части (по теор. і - й ) ; 

( * ) Теорему эту мы доказали предполагая b 90° и с < ( 90°; но очевидно, 
что почти такимъ же образомъ можно доказать изложенный нами свойства и при 
другихъ данныхъ. измѣнивъ только чертежъ сообразно съ предложенными усло-
вный. 



2 ) подъ нимъ напишу обратно уравненіе сторонъ отдѣльно ле-
жаіцихъ; 3 ) перемноживъ эти уравненія, и сокративъ одинако-
вых'!, множителей въ обѣихъ частяхъ равенствъ, 4) по прави-
ламъ для рѣшенія уравненія опредѣлю косинусъ отдѣльно стоя-
щей стороны. 

Выводъ Формулы: 
( 1 ) . . . . Cos ВС — Sin КВ. Sin СН і Перемноживъ и 
( 2 ) обратно j Sin КВ. Sin JH — Cos КЗ ! откинувъ общихъ 

) Sin КЗ. Sin СН — Cos ЗН I множит, получимъ: 

(3). Cos ВС. Sin. ЗН. Sin КЗ — Cos ЗН. Cos КЗ, 
Cos ЗН. Cos КЗ 

( 4 ) откуда Со. ВС = ^ЬЛГЫІГКЗ 

или Cos ВС — Cotg ЗН. Cotg КЗ. 
Такимъ же образомъ доказывается эта теорема и для каж-

дыхъ трехъ, не рядомъ леягащихъ сторонъ пятиугольника. 
Изложенныя нами двѣ теоремы могутъ быть вполнѣ примѣ-

нены и къ прямоугольному сферическому триугольнику, еъ тѣмъ 
только измѣненіемъ, что рядомъ лежащія стороны пятиугольни-
ка Ça, 90°—с, 90°—Ъ), (теор. 1) составляюта не рядома ле-
жащгя части триугольника (о; с, - by, и обратно, одна отдель-
ная сторона и две другія, прилежащгя между собою стороны 
пятгіугольника (а; В, С ) , (теор. 2 ) составляютв три рядома ле-
жагція части триугольника (а, С, В). 

Отсюда и получаемъ слѣдующія 

ШНЕШОНИЧЕСЕІЯ ПРАВЕЛА НЕПЕРА С") 

для рѣшенія прямоугольныхъ сферическихъ триугольниковъ. 

Во всякомъ прямоугольномъ сферическомъ триугольникѣ ABC, 
у котораго уголъ А прямой (черт. 10) , вмѣсто катетовъ b и с 
поставивъ ихъ дополненія 90°—Ь и 9 0 ° — с , и не обращая вниманія 
на прямой уголъ А, т. е. не считая его раздѣляющцмъ, замѣчаемъ 
стоятъ ли три части, между которыми желаютъ знать отноше-
ніе: 

1 ) все три рядома, или 
2 ) две рядома, а одна отдельно. 

( * ) Нѣкоторые приписываютъ открытіе этихъ нравилъ Французскому матема-
тику M о д ю и. 



П Р А В И Л О 1 . 

Bs первому случат^ т. е. когда части триугольника смеж-
ны: косинусу средней части равену произведенгю котангенсовб 
крайниху частей. 

Рядомъ лежащія части триугольника суть: 
В,а,С; а,С,90°—Ь; С,90°—Ь, 90°—с; 90°—Ь, 90°—с, В; 90°—с, В,а; 
Первымъ правиломъ Н Е Н Е Р А пройдя по всѣмъ рядомъ лежащимъ 
сторонамъ триугольника, взятымъ по три, для нсѣхъ различныхъ 
случаевъ заданія получимъ: 

1) Cos а — Cotg В. Cotg С Cos а = Cotg В. Cotg С, 
2 ) Cos С = Cotg a. Cotg (90°—Ь), или Cos С = Cotg a. Tang b, 
3 ) Cos (90°—b) = Cotg С. Cotg (90°—с) , или-Sin b=Cotg С. Tang с, 
4 ) Cos ( 9 0 ° — с ) — Cotg В. Cotg (90°—b), или Sin c=Cotg В. Tang b, 
5 ) Cos В = Cotg (90°—с) . Cotg а, или Cos В = Tang с. Cotg а. 

Ііримѣчанге. Очевидно, что изъ этихъ пяти отношеній, раз-
личныхъ только три: 1 , 2 и 3 ; 4-ое отношеніе соотвѣтствуетъ 
3-му, а 5-ое — второму. 

ПРАВЕЛО 2. 

Во второму случат, т. е. когда дет части рядому, а одна 
отдѣльно, косинусу отдтльно стоящей части равену произведе-
нгю синусовб рядому стоящиху частей. 

Не рядомъ лежащія части триугольника суть: 
90°—Ь, 9 0 ° — с И а; , 9 0 ° — с , В || С; В, а || 9 0 ° - Ь ; 
а, с И 9 0 ° — с ; С, 9 0 ° - Ь - | | В. 

Пройдя вторымъ правиломъ Н Е П Е Р А по каждымъ тремъ не 
рядомъ лежащимъ частямъ триугольника, получимъ: 

1) Cos а = Sin ( 9 0 ° — b ) . Sin ( 9 0 ° - с ) , или Cos a = Cos b. Cose, 
2) Cos С = Sin ( 9 0 ° — с ) . Sin В, или C o s C = C o s с. Sin В, 
4 ) Cos (90°—b) = Sin В. Sin а, или Sin b = Sin В. Sin a, 
4 ) Cos (90°—c) = Sin C. Sin а, или Sine = Sin C. Sin a, 
5 ) Cos В = Sin (90°—b): Sin С, или Cos В = Cos b. Sin C. 

ГІримѣчанге. Очевидно, что изъ этихъ пяти отношеній раз-
личныхъ только.-три: 1 , 2 и 3 -ье ; 4 -ое отношеніе соотвѣтству-
стъ 3-му, а 5 - о е — второму. 

Такимъ образомъ изъ обоихъ правилъ находимъ только шесть 
различныхъ отношеній. 



1) Cos a = Cos b. Cos с ( * ) , 4 ) Cos a = Cotg B. Colg C, 
2 ) Sin с = Sin a. Sin C, 5 ) Sin с = Tangb. Cotg B, 
3 ) Cos С — Cos c. Sin B , 6) Cos С = Cotg a. Tang b-

Примгьч. 1. Каждая изъ ѳтихъ Формул, можеть быть доказана, независи-
мо отъ СФ. пятиугольника, или помоіцію геометричеекаго построенія, или пу-
темъ аналитическимъ, т. е. какъ слѣдствіл, при извѣстиыхъ условіяхъ, выво-
димый изъ общихъ Формулъ сферической тригонометріи. 

Примѣч. 2. Слѣдующіе прнмѣры (ом. § 3) покажутъ какъ примѣнять эти 
правила къ вычисленію прямоугольиыхъ сферическихъ триугольниковъ. 

Прибавляете. Помощію построеній, нами предл >женныхъ, кро-
мѣ доказанныхъ уже свойствъ сферическиго полярнаго пятиу-
гольника, соотвѣтствующаго данному прямоугольному треуголь-
нику, открываемъ еше слѣдующее: 

1)„ Каждая изт. діагоналей э т г о пятиугольника равна 90° , всѣ 
же пять діагоналей составляютъ четвертной, звѣздообразный СФѲ-
рическій пятиугольникъ BHKCJB:; кромѣ того, черезъ продолже-
ние сторонъ даннаго пятиугольника получаемъ звѣздообразный 
прямоугольный СФеричеекій пятиуіЬдьникъ AFDEGA. 

2 ) Съ рѣшеніемъ одного СФеричеі|аго прямоугольнаго т р е у г -
ка (наприм. A B C ) , черезъ простое сложеніе, Или вычитаніе, до-
полненіями и исполненіями (complement et supplément) рѣшаются 
десять сферическихъ триугольниковъ, ійъ которыхъ пять: АВСі 
ВЕК, KFJ, JGH, DHC- суть 
прямоугольные, im ять: JKH, 
J НС, НСВ, СВК и BKJ — 
четвертные (см. таблицу на 
концѣ книги). 

Уничтожая всѣ вспомога-
тельный линіи, получимъ, что 
отъ прямоугольнаго сФериче-
скаго триугольника A B C , по-
мощію предложенного нами 
построенія составится звѣздо-
образный прямоугольный СФе-
рическій пятиугольникъ 
ALOGJA. (см. полит, второй). 

ОБЩІЯ ПРАВИЛА ДЛЯ ОГРАНИЧЕНА 

При ограниченіи величинъ, какъ даиныхъ, такъ л искомыхъ, 

( * ) Изъ книгъ МЬнелап и Птолемея видно, что древнимъ извѣстны были толь-
ко уравненія: 1, 2, 5, 6. Для рѣшенія косвенноугольнаго триугольнике разсѣкади 



Къ статьѣ: «Сферичеекій пятиугольникъ». 

Доказательство мнем, правилъ Непера (стран. 20) . 

Помощію одного изъ сферическихъ триугольниковъ, напр. ABC, (см. политип. 1 - й ) , рѣшаются елѣдугощіе: 

П Р Я М О У Г О Л Ь Н Ы Е ( к ъ § 3 , с т р . 2 1 ) . 

1 Д А В С 

ZA ZB Z с '—'a 

1 Д А В С 
90° 13°19' 87°16' 78°21 '49" 13°2'17" 78°3'4" 

2 Д В Е К 

ZE Z B Z K = z ( 9 0 ° - b ) K B = ( 9 0 ° — с ) EK—(90°—C) EB—(90°—a) 

2 Д В Е К 
90° 13°19' 76°57'43" 11°56'56" 2°44' 11°38'11" 

3 Û K F J 

F J — a K—(90°—b) KJr=ZE F K — с F J — ( 9 0 ° — B ) 

3 Û K F J 
90° 78°21'49" 76°57'43" 87° 16' 78°3'4" 76°41' 

4 Д Ж Н 

G J — a H—(90—c) - JTI—ZB J C — ( 9 0 ° - C ) G H = b 

4 Д Ж Н 
90° 78°21'49" 11°56'56" 13°19' 2°44' 13°2'17" 

А ÛHDC 

D H = ( 9 0 ° — c ) С CH—(90°—b) DH—(90°—B) CD—(90°—a) 

А ÛHDC 
90° 11°56'56" 87°16' 76°57'43" 76°41' 11°38'11" 

Ч Е Т В Е Р Т Н Ы Е (КЪ с т р а н . 2 9 ) . 

6 Д Ж Н 

wKH wKJ=Z c w J H — Z B Z K J H — ( 1 8 0 --a) Z J H K — с Z J K H = b 

6 Д Ж Н 

wKH wKJ=Z c -a) Z J K H = b 

6 Д Ж Н 
90° 87°16' 13°19' 101°38'11" 78°3'4" 13°2'17" 

7 д т с 
w J C J H = Z B H C = ( 9 0 ° — b ) JHC—(90°4"C) H J C = ( 9 0 ° — a ) HCJ—(90°—C) 

7 д т с 
90° 13°19' 76°57'43" 168°3'4" 11°38'11" 2°44' 

8 днсв 
HB C H = ( 9 0 ° — b ) CB—a H C B = ( 1 8 0 ° - f -C) C B H = ( 9 0 ° — B ) C H B = c 

8 днсв 
90° 76°57'43" 78°21'49" 92°44' 76°41" 78°3 ' f " 

9 дсвк 
CK C B = a BK—(90 e —c) C B K = ( 1 8 0 ° - B ) В CK—(90°—C) BKC—b 

9 дсвк 
90° 78°21'49" 11°56'56" 166°41' - 2°44' 13°2 '17" 

10 двкд 
B J B K — ( 9 0 ° — c ) K J = C B K J = ( 9 0 ° + b ) K B J = ( 9 0 ° — B ) K J B z r ( 9 0 ° — a ) 

10 двкд 
90° 11°56'56" 87 °16' 103°2'17" 76°41' 11°38'11" 
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въ рѣшеніи сферическихъ триугольниковъ вобще должно обра-
щать вниманіе на слѣдующія условія: 

1. Каждая изъ сторонъ, данная или искомая, должна заклю-
чаться между 0 и І 8 0 ° . 

2 . Каждый изъ угловъ, какъ данный такъ и искомый, дол-
женъ заключаться между 0 и 180°. 

Слѣдовательно, какъ А (а — Ь), такъ и | (А — В) всегда < 9 0 ° . 
Кромѣ того: 
Косинусе стороны или угла долженъ находиться между 1 и — 1 . 
Синусе, — всегда положительный, и притомъ не болѣе і . 
Тангенсе, всегда вещественный, можетъ имѣть произвольную 

величину, кромѣ нуля. 
Котангенсе, всегда вещественный, можетъ имѣть произволь-

ную величину, но не долженъ быть равенъ «э. 

Ч и с л е н н ы е п р и м е р ы д л я р і і ш е н і л п р я я і о у -
г о л ь н ы х ъ с ф с р н ч е с к н х ъ т р и у г о л ь н и к о в ъ . 

З А Д А Ч А 1 

Въ прямоугольномъ сферическомъ триугольникѣ даны два 
катета b и с, вычислить прочія части а, В и С. 

Рѣгиеніе. 
f . Вычисленіе гипотенузы (а) 
Cosa=Sin (90°—b).Sin ( 9 0 ° — с ) 
Cos а = Cos b. Cos с. 

2 . Вычисленіе угла В. 
Cos ( 9 0 ° — с ) = Cotg В . Cotg (90°—b) 

Sin с = Cotg В. Tang b 
Sin с 

Cotg В = — 
Tang b 

3. Cos (90° — b) = Cotg C. Cotg (90° — c) 
Sin b = Cotg C. Tang e 

Sin b 
Cotg С = T • 

Tang с 

его на два прямоугольные. Недостатокъ двухъ послѣднихъ уравненій былъ причи-
ною, что дрсвніе не могли рѣшить нѣкоторыхъ вопросовъ; наприм. по тремъ угламъ 
опредѣлпть остальныя части, и затруднялись при рѣшеніи триугольника по данньшъ 
тремъ стороназгь. 



Ч И С Л Е Н Н Ы Й 

с = 98° 47' . 
1. Вычисленіе гипотенузы (а) 

+ -

Cos а = Cos b. Cos с, 

слѣдоват. (а) во 2-ой четверти; 
log Cos 57° 13' = 9 ,733569 
log Cos 98° 47' = 9 ,183834 

п г и м Ѣ г ъ. Пусть b = 57° 13' 

. 2 . Вычисленіе угла В. 
+ + 

Со,g В 
6 Tang b 

слѣдоват. В въ і-ой четверти; 
log Sin 98° 47' = 9 , 9 9 4 8 7 7 
lo'g Tg 57° 13' =• 9 ,808916 

log Cotg В — 9 ,803793 
В = 57° 31 ' 24" . 

log Cos a = 8 ,917403 
a = ( 8 5 ° 15' 26") 

= 94° 44' 34". 
3. Уголъ С вычисляется также какъ и уголъ В. По этому 

находимъ С = 97° 24' 5". 
І І З С Л Ѣ Д О В А Н І Е Ф О Г М У Л Ъ . 

Для вычисяенія угла В получили 
Sin с = Cotg В. Tang b; 

) + + ( j _ _ j 

но синусъ есть всегда величина положительная, слѣдовательно 
Cotg В и Tang b необходимо должны быть съ одинакими знака-
ми, а потому В- и b всегда будутъ, или обѣ величины въ 1 -ой 
четверти, или обѣ во второй, что мы и будемъ, для краткости, 
выражать словомъ одинаки. 

Отсюда новое свойство прямоуг-ныхъ с®ер. триуг-ковъ, со-
стоящее въ томъ, что каждый иге косвенныхе углове всегда оди-
наке со стороною ему противолежащею (см. § 1, теор. 7, приб. 1) . 

Тоже самое можно доказать, или чисто - геометрическимъ 
способомъ, помощію построенія, или черезъ ограниченіе нѣкото-
рыхъ Формулъ сФерическихъ прямоугольныхъ триугольниковъ, 
напр. Cos B = S i n С. Sin (90°—b) I здѣсь Sin С всегда со зна-

Cos B = S i n С. Cos b; ( комъ -j- , слѣдовательно Cos В 
и Cos b необходимо съ одина-

кими знаками, т. е. В и b одинаки. 
П Г И М Ѣ Г Ы д л я У П Г А Ж Н Е Н І Я . 

Данныя. Искомыя. 

b с 1 а В j С 

108° 7' 
50° 

39° 3' 5" 
52° 55' 26" 

103° 58' 26" 
67° 12' 

101° 38 ' 49" 
56° И ' 56" 

40" 29' 1" 
59° 56' 10" 



Прииѣч. Т а к ъ какъ всѣ величины въ этомъ вопросѣ определяются иомо-
щію Cos. и Ctg. то, по ограничен»!, не можетъ быть сомнѣнія въ выборѣ иско-
м ы х ъ величинъ, и триугольникъ будетъ всегда возможенъ и всегда одинъ. 

З А Д А Ч А 2 . 

Въ прямоугольномъ триуг-кѣ ABC даны гипотенуза (а) и ка-
тетъ Ь; найти прочія части триугольника, т. е. углы В и С, а 
также катетъ с. 

Р тис иге. Искомыя найдутся по слѣдующимъ Формуламъ: 
t . Опредѣленіе стороны с. 

Cos a=Sin (90°—b) . Sin ( 9 0 ° — с ) 
Cos a = Cos b. Cos c, 

_ Cos a 
откуда Cos с = Cos b 

3 . Опредѣленіе угла С. 
Cos С = Cotg a. Cotg (90°—b), 

или Cos С = Cotg a. Tang b. 
Ч И С Л Е Н Н Ы Й П Г И M Ѣ P Ъ. П у с т ь А = 

= \43° 12' 3" ; вычислить с, В , С. 
1. Вычисленіе стороны с 

4 -

Cos с 

2. Опредѣленіе угла В. 
Cos (90° — b) = Sin a Sin В, 

Sin b — Sin a. Sin В, 
Sin b 

откуда Sin В 

Cos 
Cos b 

log Cos a = 9 , 4 7 2 8 9 9 
lo'g Cos b = 0 , 0 9 6 5 0 8 

Sin a 

107° 17', 

2 Вычисленіе угла ß . 

Sin b 
Sin B = 

Sin a 

log Sin В = 9 ,777436 
lo'g Sin a = 0 , 0 2 0 0 6 6 

log Cos с = 9 ,569407 
с = 68° 13' 15 ,4" 

log Sin В = 9 ,797502 
В = (38° 51' 14") = 141° 8' 46", 

одинако съ b. 

3. Вычисленіе угла С. 
+ - -

Cos С = Cotg a. Tang b 
log Tang b = 9, 873944 

log Cotg a = 9, 4 9 2 9 6 4 
log Cos С = 9, 366908 

С = 76° 32' 25". 

Изслѣдованіе формула. Изъ ура.вненія ( і ) Cos с = 
Cos a 
Cos b 

находимъ, что задача имѣетъ безчисленное множество рѣшеній, 
если Cos a r = о и Cos Ь = о, 



Изслѣдованія Формулы Sin В == 
Sin b 
Sin a 

изложены въ § 2 ,теор.2 ; 

откуда и видны случаи возможности и невозможности заданш. 
Изъ Формулы 
помощію ея 
ограничещя • 
находимъ, 

Cos С = Cotg a. Tang b 

+ I + • + ! 
I - : •' + т. е. 

что если гипотенуза и сторона одинаки, то уголъ между ними 
острый, если же неодинаки, то уголъ между ними тупой, и 
обратно. 

І І Р И М Ѣ Р Ы Д Л Я У П Р А Ж Н В Н І Я . 

Данныя. Искомыя. 

а с 1 в в Ь. 

1 1 5 ° 56' 50" 124° 6 2 ' 2 5 " 45° 4 3 ' 2" \ 14° 9' 46" 40° 4' 1 6" 
8 3 ° f 4 " 65° 2 2 ' 5 6 " 74° 30 ' 66° 20 ' 73° 2 ' 1 2 " 

ЗАДАЧА з . 

Въ прямоугольномъ сФерическомъ триугольникѣ даны катетъ 
b и прилежащій ему уголъ С, вычислить прочія части а, с, В . 
Региенге. 

2 . Вычисленіе катета с. 
Cos ( 9 0 ° - b ) = C t g ( 9 0 ° — с ) Ctg С 

Sin b = Tang с. Cotg С 
Sin b 

Tang с -=z- — • 
ö Cotg С 

1. Вычислен, гипотенузы а. 
Cos С —Ctg a. Ctg ( 9 0 ° — b ) , 
Cos С = Cotg a Tang b, 

Cos С 
откуда Cotg а — у 

Tang b 
3 . Вычисленіе угла В. 

Cos В = Sin С. Sin ( 9 0 ° — b ) = Sin С. Cos b. 
Численный примера. Дано b = 2 8 ° 7' 10", С = 8° 19 ' 2 5 " ; 

вычислить прочія части. 
Такъ какъ b < 90° и С < 90°, то каждая изъ прочи-хъ ча-

стей находится въ первой четверти. 
, По выведеннымъ Формуламъ получимъ: 

а = 28° 22 ' 2 0 " , с = 3° 5 6 ' 4 1 " 
В = 8 2 ° 39 ' 5 3 " . 

По изследовангю формула находимъ, что при этомъ заданіи 
триугольникъ всегда возможенъ, если искомыя b и С находятся 
каждая между 0 и 1 8 0 ° . 



П р и м Ѣ і> ъ д л я У П Р А Ж Н . Д а н ы : b = 5 0 ° , С = 5 9 ° 5 6 ' 1 0 " . 

Искомыя: а — 6 7 ° 12 ' , с = 5 2 ° 55 ' 2 6 " , В = = 56° 11' 56" . 

ЗАДАЧА 4-

В ъ прямоугольномъ сФерическ. триугольникѣ дана гипотенуза 
а = 115° 17' 2 0 " и у г . В = 98° 2 8 ' 3 0 " ; вычислить прочія-час-
ти Ь, с, В . 

Рѣшеніе. Вычисленіе производится по слѣдующимъ Форму-
ламъ: 

2 . Для угла С. 
Cos а = Cotg В. Cotg С 

Cos а 

1 . Для стороны Ь. 
Sin b = Sin В. Sin а 

b = 1 1 6 ° 3 4 ' 5 7 " 

одинака съ / _ В. 

С = 19° 13 ' 50" . 
3 . Для вычисленія стороны с. 

Cos В = Tang с. Cotg а 

Tang с = 
Cos В 

17° 19' 29" . 
Cotg а ' 

+ -

Изслѣдовсініе уравненій. Если въ выведенныхъ нами у р а в -

неніяхъ положимъ а = 90° , В = 9 0 ° , то, по вычисленію, b б у -

детъ равна 9 0 ° ; для обѣихъ же послѣднихъ величинъ С и с по-

лучимъ— ; т . е. С и с будутъ неопредѣленными, могутъ имѣть 

всѣ возможный величины, но должны быть равны между собою, 
потому что точка С будетъ полюсомъ дуги с. 

П Р И М Е Р Ы д л я У П Р А Ж Н Е Н І Й . 

Данныя. Искомыя. 

а в 1 1 ь 1 с С 
120° 38' 43" 
161° 13'5 ,"3 

44° 5 4 ' 4 4 " 
36° 12' 10" 

37° 24 ' И " 
10° 5 7 ' 4 5 " , 2 

129° 54' 56" 
164°39 '53 ,7" 

1 1 6 ° 56' 17" 
1 2 4 ° 4 3 ' 1 7 , 4 " 

ЗАДАЧА 5-

Въ прямоугольномъ сферическомъ триугольиикѣ даны катетъ 
с = 57° 54 ' , и противолежащій ему уголъ С — 77° 4 8 ' , сыскать 
нрочія части. 



Рѣшеніе. 
1 . Отысканіе катета b. 

Cos(90°—b)=Cotg C.Cotg(90—c) 
Sin b = C o t g C . Tang с 

log Cotg С = 9 , 3 3 4 8 7 1 
log Tang с = 1 0 , 2 0 2 5 2 6 

log Sin b = 9 , 5 3 7 3 9 7 
b, = 2 0 ° 9 ' 4 i " 
b0 = 1 5 9 ° 5 0 ' 1 9 " . 

3 . Вычисление угла В. 
Cos С = Sin В. Sin (90°—с) 

2. Отысканіе гипотенузы а. 
Cos (90° - с ) = Sin a. Sin С 

Sin с = Sin a. Sin С 
Sin с 

S i n 3 ~ SÎrTÏÏ 
log Sin с = 9 , 9 2 7 9 4 6 

(—)log Sin С = 9 ,990079 

log Sin a = 9 ,937867 
a, = 60°4'36" 
a2 = H 9 ° 5 5 ' 2 4 " . 

Cos С 

log Cos С = 9 ,324950 
log Cose = 9,72542Q 

Cos С = Sin B. Cos с, слѣд Sin В — £ o g c / 

Сторона а и уголъ В вычисляемы были 
безъ ариѳмет. дополненій. 

log Sin В = 9 , 5 9 9 5 3 0 
В , = 23° 25 ' 58" , В, = 156° 34' 2" . 

Такъ какъ всѣ искомыя величины Ь, а, В этой задачи опре-
дѣляются по ихъ синусамъ, то для каждой изъ нихъ получатся 
по два значенія. Двойственность этого рѣшенія очевидна изъ 
чертежа ( 1 1 ) , въ которомъ А = 90° , С = данному углу, 
w AB = с; триуголъники CAB и С'AB равно удовлетворяютъ 
требованію. • Если же для какой нибудь искомой величины, напр. 
для угла В, выбранно какое либо значеніе, напр. положили, что 
В , < 90°, то и ВСѢ остальныя величины, выведенный изъ урав-
неній, должны согласоваться съ этимъ рѣшеніемъ; по этому и 
сторона Ь, берется уже не произвольно, но должна быть одина-
кова съ В, (§ 3, зад. 1) . 

Сторона а, также должна удовлетворять принятому знако-
положенію по Формулѣ Cos а = Cos b. Cos с (§ 2, теор. 1). 

Расположивъ отысканныя величины по триугольникамъ, по-
лучимъ: 

Для триугольника ABC 
С = 77° 48' , с = 57° 54' 
Ь, = 20° 9' 41" 
а, = 60° 4' 36" 
В , = 23° 25' 58" ; 

для триугольника ABC' 
С = 77° 48' , с = 57° 54 ' 
Ь2 = 1 5 9 ° 50' 19" 
а2 = 1 1 9 ° 55' 24" 
В 2 = 1 5 6 ° 34 ' 2 " . 



Sin с 
Изслѣдовапіе. Формула ( 2 ) , Sin a — — д а е т ъ тѣже с л у -

oin С 
чаи возможности и невозможности заданія, какія мы получили 

Sin b 
при изслѣдованіи уравненія Sin а — g . (§ 2 , теор. 2 . ) 

bin D 

Если же по заданію с = 9 0 ° , то и С = 90° , СЛѢД. изъ уравненія 
( 2 ) получимъ 
Sin с = 1, Sin С = 1, а потому Sin а = 1. 

Tang с оо 
Изъ ур. 1 -го Sin Ь — Cotg С. Tang с = — ; 

Sin С 0 
изъ ур. 3 -го Sin В — ^т = 

^ Sin с О 
т. е. а = 90°, a b и В неопредѣлеины, съ тѣмъ однакожъ усло-
віемъ, что b = В; слѣдовательно триугольниковъ, удовлетворя-
ющихъ заданію, можетъ быть бесчисленное множество. 

І І Р Н М Ѣ Р Ы Д Л Я У П Р А Ж Н Е Н І Я . 

1. Даны : b = 56°37 '40" ; В = 84°29 '50" . 
Рѣіи. 1 -й А ) а = 5 7 < А ' 5 8 " ; А = 9 0 ° ; 2 - й А ) а = 1 2 2 ° 5 8 ' 2 " ; А = 9 0 ° ; 
b = 56°37'40"; В = 84° 29' 50" ; b = 56°37 '40" ; В = 84°29 '50" ; 
с = 8°24 '36" ; С = 10° 2' 22". с = Т 7 1 ° 3 5 ' 2 4 " ; С = 1 6 9 ° 5 7 ' 3 8 " . 

2 . Даны: b = 35° 3' ; В = 49° Т . 
1-й А) а = 49° 25 ' 44" ; 2 - й А) а = 130° 34' 16"; 

с = 37° 23' 43" ; с = 142° 36' 17"; 
С = 53° 5' 0" ,4 . С = 1 2 6 ° 54' 5 9 " , 6 . 

ЗАДАЧА 6-

По даннымъ двумъ угламъ В = 70° 5 ' 2 " и С = 140° 10' 4" 
при гипотенузѣ, вычислить триуг-никъ. 

Рѣшеніе. 
1. Вычисление гипотенузы а. 

Cos а = Cotg В. Cotg С, 
+ 

115° 44' 41 ,6 " . 

2 . Вычисленіе стороны Ь. 
+ 

Cos В 
® s l T c ' 

b = 57° 52' 20 ,7" . 

3 . Вычисленіе стороны с. 

С с 
Cos с = J ü _ , с = 144° 45' 46 ,9" . 

Cos В 1 

+ 



Изслѣдованге. Такъ какъ каждая изъ вычисленныхъ вели-
чинъ въ этомъ случаѣ опредѣлятся по косинусу, который не 
можетъ быть равенъ л, а также не можетъ имѣть двухъ зна-
ченій, то задача имѣетъ всегда только одно рѣшеніе. 

Величина гипотенузы (а) опредѣляется помогцію ограниченія 
Формулы 

Cos а — Cotg В . Cotg С. Cos а = Cotg В. Cotg С. 

+ ! + + - I + 
I —г + 

Для возможности заданія необходимо, чтобы сумма, угловъ 
В -f- С была > 90°, но < 270°. - ѵ 

Примѣч. Чтобы косинусы искомыхъ Величинъ были менѣе 1, необходимы 
слѣдующія условія: 

Если В < 90° и С < 90°, то В + С должны быть > 90°, 
если В > 90° и С > 90°, то В + С . . . » . . . < 3 X 9°°> 
если В > 90° а С < 90°, т о В - С . . . » . . . < 90°, 
если В < 90° а С > 90°, то С — В . . . » . . . < 9 0 ° . 

П Р И М Ѣ Р Ь І Д Л Я У П Р А Ж Н Е Н І Й . 

Данныя. Искомыя. 

В С 1 А B С 

7 4 ° 3 0 ' 6 6 ° 2 0 ' 8 3 ° V 4 " 7 3 ° 2 ' 1 2 " 6 5 ° 2 2 ' 5 6 " 

1 3 ° 1 9 ' 8 7 ° 1 6 ' 7 8 ° 2 1 ' 4 9 " 1 3 ° 2 ' 1 7 " 7 8 ° 3 ' 4 " 

О Б Щ Е Е Ш Ш Ѣ Ш І Е -

Вычислить слѣдующіс триугольники, и, ссылаясь на предыдущія правила, 
указать въ которыхъ изъ нихъ заданіе предложено не вѣрно. А — 90°. 

і . в = 118° 37' 29" 2. В = 18° 37' 2 9 " 3. В — 173° 59' 2 5 " (V 
b = 78° 35' 43" b = 78° 35' 4 3 " b — 165° 40' 10" 

4. В = 47° 38' 2 9 " 5 . b = 58° 39' 1 7 " 6. b 158° 39' 17" 
С = 26° 19' 37" а = 49° 27' 56" а = 149° 27' 5 6 " 

7. В = 147° .38' 29" 8 . В = 172° 54' 20": 9. В = 22° 37' 35" 
С = 126° 19' 37" С = 35° 45' 30" С = 1 3 Г 28' 19". 

Р Ѣ Ш Е Н І Е Ч Е Т В Е Р Т Н Ы Х І , Р А В Н О Б Е Д Р Е Н Н Ы Х ! I Р А В Н О У Г О Л Ь Н Ы Х ! С Ф Н Р І Ч Е С Н І І ! Т Р І У -
Ш Ь Н І К О В ! . A T A E S E ФОРШУ Л Ы Д Л Я Р І Ш Е Н І Я Н Е К О Т О Р Ы Х ! Ч А С Т Н Ы Х ! С Л У Ч А Е В ! СФ. 

О Р Я Ш О У Г О Л Ь Н Ы Х ! Т Р И У Г О Д Ь Н Н Я О В ! . 

1. Сферическій триугольникъ называется четвертныме если 
въ числѣ данныхъ есть сторона въ 90°. Черезъ отысканіе дру-
гаго триугольника, полярнаго данному четвертному, рѣшеніе 
такихъ триугольниковъ можетъ быть приведено къ рѣшенію 
триугольниковъ прямоуюлъныхз. 



ЗАДАЧА- Въ четвертномъ сферическомъ триутольникѣ сторона 
ВС = а = 90° (черт. 12) , z А = 125° , Z с = Оты-
скать прочія части. 

Рѣшенге. Данному триугольнику начертивъ полярный А'В'С' , 
получимъ, что послѣдній есть прямоугольный при вершинѣ А' , 
потому что 

A' -j- а = 180° , слѣдовательно А' = 180° — а = 90° 
A - f а' = 180° , » » а' = 180° — А = 55° 
С - { - с' = 180° , » « с' = 180° — С = 132°. 
По извѣстнымъ правиламъ, рѣшая прямоугольный сферическій 

триугольникъ А'В'С' , получимъ 

В' = 141° 2' 49» i 1 Ь = 180° — В' = 3 8 ° 5 7 ' 11" 
С' = 114.° 52 ' 38" а отсюда ) е = 180° _ С' = 65° 7 ' 2 2 " 
V — Н 9 ° 0' И " ! I В == 180° — Ь' = 3 0 ° 5 9 ' 4 9 " . 

П Р И М Ѣ Р Ы Д Л Я У П Г . А Ж Н Б Н І Я (политип. 1 - Й ) . 

(См. таблиц, триугольниковъ къ правиламъ Непера). 

Û 1 ~ Н К 1 — KJ 1 —• JH г z K J H 1 Z ТНК Z JKH 
JKH 90° 87° 16' 1 13° 19' 1101° 38' 11" |78° 3' 4" 13°2 '17" 

Примѣч. Если въ сферическомъ триугольникѣ есть двѣ сто-
роны, каждая по 90°, то и противолежащіе имъ углы равны 
каждый 90°; третій же уголъ равенъ третьей сторонѣ. — Если 
каждая изъ трехъ сторонъ=90°, то и каждый изъ угловъ—90°. 

2 . Если данный триугольникъ ABC (черт. 13) есть равно-
бедренный, въ которомъ B = с, то и В = С; а потому, изъ вер-
шины третьяго угла А на противолежащую сторону опустивъ 
перпендикуляръ AD, получимъ, что данный триугольникъ раз-
д а е т с я на два прямоугольные BAD и CAD. Вычисляя части 
одного изъ нихъ, получимъ рѣшенія и для другаго прямоуголь-
наго, a слѣдовательно и для даннаго. 

Формулы, служащая для вычисленія равнобедренныхъ триу-
гольниковъ, суть слѣдующія: 

S i n I а = S i n A. S i n c, Cos с = Cotg B. Cotg | A , 
Tang * a = Cos B. Tang c, Cos * A = Cos a. S i n B. 

ЗАДАЧА- Въ равнобедренномъ c®ep. триугольникѣ A B C даны 
A B = AC = 46° 30' и уголъ В = 74° 30' . Вычислить прочія 
части. 

Рѣшеніе. Проведя AD къ серединѣ стороны ВС, получимъ 



прямоугольные триугольники ABD = ACD. По извѣстнымъ пра-
виламъ вычисляя первый изъ нихъ, находимъ 

BD = | = 15° 4 3 ' 4 0 » , Z BAD = I А = 21° 56' 37», 

слѣд. 2 ) Z B A C = A = 43° 53' 14». слѣд. 1) ВС = 31° 27' 20". 

„ ПРИМ. ДЛЯ УПГАЖНЕНІЯ. 

Данныя. Искомыя. 
А В = А С = 2 8 ° 2 2 ' 2 1 » АА=82°39 '53" , В А С = : А = 1 6 5 0 1 9 / 4 6 " . 

В = С = 8°19 '25" . B D = D C = : 2 8 o 7 4 0 " , В С = а = 5 6 ° 1 4 ' 2 0 " . 
Примѣч. Если въ данномъ триугольникѣ всѣ три стороны 

между собою равны, то и всѣ углы также взаимно равны. 
ЗАДАЧА- Въ равностороннемъ с<і>ер. триугольникѣ каждая изъ 

сторонъ равна 60°. Чему равенъ каждый изъ угловъ. 
ч Рѣш. Вычисляя какъ въ предыдущей задачѣ, получимъ 

А = В = С = 70° 31' 43 ,5" . 
3. Если въ сфер, триуголышкѣ, два угла взаимно равны, 

то такой триугольникъ можетъ также быть вычисленъ помощію 
прямоугольныхъ, которые получатся, если вершину третьяго 
угла соединимъ съ срединою стороны ему противолежащей, иди 
если третій уголъ раздѣлимъ пополамъ. Полученные два прямо-
угольные триугольника ADB, ADC будутъ взаимно равны. 

Численный примѣрз. Если В = С = 70°5 '20" и А = 8 0 ° 3 7 ' 4 8 " , 
то прочія части, но вычисленію, будутъ ВС — 71° 37' ; A B = 
АС = 58° 14' 20" . 

ЗАДАЧА. Въ СФер. триугольникѣ ABC каждый изъ трехъ у г -
ловъ равенъ 115°. Чему равны стороны? 

Рти. Изъ Л ABD (черт. 6, № 1 ) находимъ 
Cos AB = Cotg 115°. Cotg 57° 30' 

^ + 

lg. Cotg 115° = 9 . 6 6 8 6 7 2 
lg. Cotg.57°30' = 9 , 8 0 4 1 8 7 

откуда 
a = b = с = 107° 16' 54" 

Ig. C o s ( A B = c ) = : 9 , 4 7 2 8 5 9 
4. Хо^я Формулы выведенный нами изъ мнемоническихъ 

правилъ Непера и могутъ быть примѣнены къ рѣшенію всѣхъ 
случаевъ прямоугольныхъ СФер. триугольниковъ, однако необхо-
димо замѣтить, что если искомая величина весьма мала, и вы-
ражена въ косинусахъ, или близка къ 90° , и выражена въ сину-
сахъ, то, какъ извѣстно (прям. тр. приб. къ §. 12), ( * ) при этихъ 

( : 1 ) См. Начальн. основ, прямолин. трж. , составл, А. Дмитріевымъ. Спб. 1862. 



случаяхъ, вычисленіе по Формуламъ ые дастъ точныхъ утловъ. Для 
избѣжанія неточности стараются искомыя величины выразить въ 
тангенсахъ половинъ искомыхъ величинъ. 

1). По даннымъ угламъ В и С найти а. 
Cos а = Cotg В . Cotg С. 

1 — Cos а 1 — Cote В . Cote С 
Но (но §7 п„. тр. Ф . 1 8 ) Tang 2 » а — { A p c ö a ^ ~ 1 Cotg В . С о Т ^ ' 

5 ( _ Sin В . Sin С — C o s В . Cos С _ Cos ( В + С) 
или Tang -, а _ s i n B Sin С + Cos В , Cos С ~ — С ^ Г ( В - С) ' 

Здѣсь полезно замѣтить что 2 - а я часть уравненія, для уничтоженія мнима-
го результата, должна б ы т ь положительною, а потому знакъ минусъ неред-ь 
дробью долженъ уничтожиться; для этого числитель Cos ( B - f С) данной дро-
би долженъ сдѣлаться величиною отрицательною, что можетъ получиться при 
условіи: В + С > 9 0 ° . Сѣдоват. въ прямоугольномъ СФ. триугольникѣ сумма у г -
ловъ, кромѣ прямаго, всегда > 9 0 ° . 

2) Но угламъ В и С найти сторону Ь. 
Cos В 

Положнвъ В 90° — z, изъ Формулы Cos b = g j ^ y y 

Sin z ! i m „ . ' 1 — Cos b 
получимъ Cos b = щ . - ; но Tang 2 « b = — ^ или 

Tane 2 < b - = - T g « ( C - z ) . C o t g 4 ( C + z ) ( * ) . lang , D _ g.n C + S i n z T g - K C + z ) - ё Л _ 

Откуда Tg J b zz y / T g (45° + 45=) . 

3) По сторонамъ a и с найти уголъ В . 
j Cos В -.ту-, 

Cos В = Cotg a. T g ç; но Tg 2 4 В = — . - - g - , с л ѣ д » щ 

1 — Т е с. Cote а , / Sin (а — с) л 

Tang2 і В =z- -Д- ДА- или Tg І В = V g- , i \ ' 
8 2 1 -f- T g e. Cotg a 0 ' S m (a p i ) 

Замѣтимъ з д ѣ с ь , что когда а + с > 180°, то для избѣжанія мнииаго р а -
дикала, необходимо, что бы было а < с . И т а к ъ , когда въ прямоугольномъ 
С Ф е р . трпуголышкѣ гипотенуза вмѣстѣ съ катетомъ > 180°, то гипотенуза 
меньше катета . 

4) По а и b наііти с. 
» Cos а . 1 — Cos с 

Cos с = 7-—• ; на i g 4 с = —• то 
Cos b 1 + Cos с 

, _ Cos b — Cos_a __ - 2 Sin j (b + a). Sin 4 (b - a) 
g s C " ~ Cos b + Cos a 2 Cos« ( b - i a ) 7 C o s H b — a ) ' 

слѣд. Tg 2 4 с = T g i ( a + b) Tg i ( a - b). 

C*) Tg i (C - z) = T g 4 (C - ( 9 0 ° — B ) ) = Tg i ( C - f B —90°) 

I В + с 
Tg 4 ( C - Z ) - T g 3 , 1 45° 

Также Cotg 4 (С + z) = Cotg ; (С - f 90° - В ) = Cotg 4 ((С - В ) - f 90°) , 
f g Q 

или Cotg.« (С - f z) = Cotg ; (90° - ( B — O ) = Cotg 45° — 

елѣд. Cotg « (C + z) = Tang I 45° + - - \ . 
\ / 



5) По а и В найти Ь. 
Sin b = Sin a Sin В. 

Пусть b == 90° — 2 г I слѣд., вмѣсто уравнен. 
н Tg X = Sin a Sin В i Sin b Sin a Sin B, 

получимъ Cos 2 z — Tg x ; но 

Tg" z = f - C 0 3 2 z = = Tg (45° - x ) 
8 1 - f Cos 2 z 1 + Tg x - X g ^ X J -

Замѣняя z величиною 45° — , получимъ Tg ^ 45° — " j — : j / _ T g (45° x ) -

Но этой Формулѣ опредѣлится b; но прежде надо отыскать х , по у р а в н е -
нію Tang x — Sin a. Sin В . 

ГЛАВА III. ^ 

§ і 

В ы в о д ъ г л а в н ѣ й ш а ж ъ о б і ц и х ъ Ф о р и у л ъ д л я 
р ѣ ш е п і я к о с в е н н о у г о л ь в ы ж ъ с ф е р в ч е с к в ж ъ 

т р в у г о л ь н в к о в ъ . 

ЧИСЛО ВОЗМОЖНЫХ! СЛУЧАЕВЪ- Для рѣшенія всѣхъ случаевъ косвенно-
угольныхъ сферическихъ триугольниковъ достаточно имѣть столь 
ко отношеній между каждыми четырьмя величинами изъ шести, 
сколько можно сдѣлать различныхъ перестановленій изъ шести по 
четыре. Но число такихъ перестановленій, какъ извѣстно, равно 
6 . 5 
1. 2 

Эти пятнадцать перестановленій могутъ быть приведены къ 
слѣдующимъ четырем а различнымъ случаямъ: 

1) Между а, b, с, А , а также j а ' j*' 

І э т 

а , Ь, с, С. 

I) Между а, Ь, А , В , . . . . j £ £ £ С С ; 

а, Ь, В , С; 
а, с, А, В ; 

3) Между а, Ь, А, С | а, с , В , С; 
1 Ь, с, А, В ; 

* 3 f V [ Ь, с , А, С. 

Главнѣйшія Формулы, показывающая эти отношенія, суть 
слѣдующія: 

( " ) Отсюда видно что различныхъ положеній между четырьмя частями сфери-
ческаго триугольника можетъ быть не бодѣе трехъ: 



Т Е О Р Е М А 1 -

Во всяко ме сферическомб три угольники синусы сторонб пропор-
ціональны синусамб угловб um противолежащѵхв, т. е. 
Sin a: Sin b: Sin с z= Sin A: Sin В: Sin С. 

Доказательство. Съ центромъ S шаровой поверхности сое-
динивъ вершины А , В , С даинаго сФерическаго триугольника 
(черт. 14), получимъ при центрѣ шара трегранный уголъ S А В С. 
Изъ вершины С одного изъ угловъ даннаго сФерическаго триу-
гольника ABC, на противолежащую грань опустивъ перпен-
дикуляръ CF, а также проведя къ ребрамъ треграннаго угла 
перпендикуляры CD и СЕ и соединивъ основаніе F перпендику-
ляра съ точками D и Е , получимъ, что плоскій уголъ CDF = 
СФ. /_ -А-5 плоек, ,уг. CEF = СФ.' В. 

Но въ прямоугольныхъ триуголышкахъ CFD и C F E 
СF CF 1 раздѣливъ первое изъ 

Sin CDF == Sin A = — T - = —j j v 

CD Sin b f этихъ уравнений на 
CF CF I второе, получимъ 

Sin C E F = Sin В = 1 * 
CE Sin a I 

Sin A CF CF __ Sin a . 
Sin В Sin b ' Sin a Sin b ' 

откуда Sin a : Sin b = Sin A : Sin В, также 
докажемъ, что Sin b : Sin с = Sin В : Sin С, 
слѣдоватедьно Sin а, : Sin b : Sin с = Sin А : SinB : Sin С . . . ( I ) . 

Ііримѣч. 1. Основываясь на этой теоремѣ, можно по даннымъ 
двумъ сторонамъ сФерическаго триугольника и углу, противо-
лежащему одной изъ нихъ, отыскать уголъ противолежащій дру-
гой данной сторонѣ, а также по двумъ даннымъ угламъ и сторо-
нѣ, противолежащей одному изъ нихъ, отыскать сторону противо-
лежащую другому данному углу. Доказанная нами теорема на-
зывается теоремою синусовб. 

Примѣч. 2. Т у же самую пропорцію Sin А : Sin BzzSin a: Sin b можно вы-
вести изъ доказанныхъ уже Формулъ для прямоугольныхъ сФерическихъ триу-
гольниковъ ( § 2 , теор. 2 ) : если изъ вершины угла С, не входящаго въ пропорцию, 
проведемъ дугу большаго круга перпендикулярно къ противолежащей сторопѣ 
A B (черт. 15). Изъ прямоугольныхъ сФерическихъ триугольниковъ ADC, BDC 

Sin CD с . Sin CD I . 
Sin A z r ———-— . Sin В ; раздѣливъ равныл на равныя, 

Sin b о т a I 
получимъ Sin А : Sin В = Sin а : Sin b. 

1 ) По двѣ части рядомъ: a, b; A, В изъ ( 2 ) 
2 ) Три рядомъ, а одна отдѣльно: b, с, А ; а, или В , С, а; А изъ (1 ) и ( 4 ) . 
3) Всѣ четыре рядомъ а, С, Ь, А, изъ (3) 



Обратно, теор. 2, 2 можетъ быть выведена какъ слѣдствіе изъ незавнеи-
маго доказательства этой основной теоремы, и дѣйствительно въ пропорціи 
Sin А : Sin В = Sin а : Sin b, положиоъ Z А — 90°, получимъ 

1 : Sin В — Sin а : Sin b, откуда Sin В —• • 
Sin a 

Примѣч. 3 Хотя теорема синусовъ, по чертежу, была доказана для сторонъ 
и угловъ меньшихъ 90°, но нетрудно доказать ея справедливость и для всѣхъ 
другихъ случаевъ: пусть b > 90° и а > 9 0 ° (черт. 16). Дополпивъ данный триу-
гольникъ до сФерическаго двусторонним САС'ВС, получимъ b + b' = 180°, 
а + а' = 180°, А + А' = 180°, В - f В' = 180; слѣд. b' и a' менѣе 90°, но въ 
триугольникі, А'В'С' Sin А' : Sin В' = Sin а' : Sin b', подставивъ, 
получимъ Sin (180°— А) : Sin ( 1 8 0 ° - В) = Sin ( 1 8 0 ° — а) : Sin (180°— b), 
откуда Sin А : Sin В = Sin а : Sin b. 

ТЕОРЕМА 2 . 

Во всякома сферическома триугольникѣ ABC косинуса одной 
иза сторона равена произведенью косинусова двуха прочиха сто-
рона вмѣстѣ са произведете мп синусова этиха сторона на коси-
нуса угла, содержимаго методу ними, (или противолежагцаю 
первой сторонѣ), т. е. 
Cos а = Cos b. Cos с -f- Sin b. Sin с. Cos A. 

Доказательство. Сдѣлавъ такое же построеніе какъ и въ 
предыдущей теоремѣ (черт. 14) , и изъ точки D на ребро SB 
опустивъ перпендикуляръ DG, получимъ 

Cos а = SG + GE ; . . . . (« ) 
но, въ Д SGD, прямая SG = SD. Cos ASG = Cos b. Cos с. 

Проведя FH tt GE, или FH _L GD, получимъ, что 
Z FDH = Z AS В = с (ибо стороны одного угла перпендикуляр-
ны къ сторонамъ другаго), слѣд. 

GE = FH = FD. Sin FDH = FD. Sin c ; 
но FD = CD. Cos CDF = Sin b. Cos A, 

или GE = Sin b. Sin c. Cos A; 
подставивъ найденныя выраженія въ Формулу (я), 
найдемъ Cos а = Cos b. Cos с -j- Sin b. Sin с. Cos A . . . . ( I I ) ; 
такимъ же образомъ получимъ: 

Cos b = Cos a. Cos с -j- Sin a. Sin c. Cos B; 
Cos с = Cos a. Cos b -j- Sin a. Sin b. Cos C. 

Cos a — Cos b. Cos с . I 
Откуда Cos A = S i n b . S i n c ' j ( " I ) -

Cos b — Cos a. Cos с Cos c—Cos a. Cos b 
Cos В = ; Cos С = — ^ — • 

Sin a. Sin с Sin a. Sin b 

(II) . 



Примѣчаніе 1. По Формулѣ (II) можно но двумъ даннымъ 
сторонамъ и по углу между ними отыскать третью сторону, а 
по Формулѣ ( I I I } , зная три стороны отыскать уголъ, противоле-
жащій одной изъ нихъ. 

ІІримѣч. 2 Хотя теорема эта доказана, по чертежу, только ддп триуголь-
ника въ которомъ стороны и углы находятся въ первой четверти, но не труд-
но доказать справедливость ея и для всякаго триугольника, у которого углы 
тупые и стороны болѣе 90°. 

Пусть въ триугольникѣ ABC уголъ В > 90°, а также с > 90°, b > 90°. 
Дополнивъ данный триугольникъ въ сФерическій двусторонникъ АСА'В (черт. 17) 
и вэявъ, іірилежащій данному, триугольникъ А'ВС, въ которомъ А'С=Ь' ,А'В=-с ' , 
получимъ А = А ' , Ь' = 180° — Ь, с' = 1 8 0 ° — с и ABC = 1 8 0 ° — В . 

Но въ триугольникѣ А'ВС. 
Cos а = Cos b'. Cos с' -f- Sin b'. Sin с'. Cos А', подставивъ, 

найдемъ Cos а = Cos ( 1 8 0 ° - b ) . Cos (180°—с) + Sin (180°—b).Sin (180°—с). CosA 
или Cos a = (—Cos b). (—Cos c) -f- Sin b. Sin c. Cos A, 
откуда Cos a = Cos b. Cos с + Sin b. Sin c. Cos A. 

Пусть уголь A > 90°, и притомь каждая изъ сторонъ b и с болѣе 90°, то 
по теореме 2 (черт. 18) 

Cos а' = Cos b. Cos с' + Sin b. Sin с'. Cos В'АС, откуда 
Cos (180°—а) = Cos b. Cos (180°—с) - f Sin b. Sin (180°—с). Cos ( 1 8 0 ° - A ) 

— Cos a = Cos b. ( — Cos c ) + Sin b. Sin c. ( — Cos A) 
— Cos a = — Cos b. Cos с — Sin b. Sin c. Cos A, 

перемножая всѣ члены на — 1, получимъ 
Cos а = Cos b. Cos с + Sin b. Sin с. Cos A. 

Иримѣч. 3. Въ Формулахъ (III) 
Cosa — Cos b. Cose „ _ Cos b — Cos a. Cos с 

Cos A =. , Cos В = — 
Sm b. Sin с Sin b. Sin с 

иоложивъ a = b, получимъ A = В, 
т. е. что во вепкомв сферическомъ триугольнггкгь равнымъ сторонамъ противо-
лежать равные углы, что и составляете отдѣльную геометрическую теорему, 
и можете быть доказано независимо, помощію чертеока. 

ІІримѣч. 4. Въ ФормулЬ Cos а = Cos b. Cos с + Sin b. Sin с. CosA 
положивъ A = 90°, получимъ Cos A = 0, слѣд. Cos a = Cos b. Cos с, что и 
составляетъ первую теорему для прнноугольвыхъ сфер, триугольвиковъ (§ 2). 

Примѣч. 5. Разематривая уравненіе Cos а. (11), находимъ, что если Ь, с и 
А будутъ каждая менѣе 90°, то Cos а будетъ положительный, следовательно 
а < 90, потому что Cos а = Cos b. Cos с + Sin b. Sin с. Cos А; 

f . + + + + + 
такое же заключеніе можно сдѣлать и о величинахъ Cos b и Cos с, если все 
остальныя величины, отъ которыхъ оне по Формуле зависятъ, будутъ каждая 
< 90°. Следовательно, если въ сферическомъ триугодьникЬ двѣ стороны и 
уголъ между ними будутъ каждыя менее 90°, то и третья сторона менее 90°. 

Затрудненіе при опредѣленіи знака при Cos а можетъ встретиться только 
тогда, когда при данныхъ Ь, с и А оба члена уравненія Cos b. Cos с и Sin b 
Sin с. Cos А будутъ иметь противные знаки. Въ этомъ случае должно оба 
члена вычислить помощію логариѳмовъ и заметить, которое произведевіе бо-
лее, искомому же косинусу будетъ всегда соответствовать знакъ ббльшаго 
члена. 



Т Е О Р Е М А 3 . 

Во всякомб сферическомб триуюлъпикѣ косинусб одного изб 
угловб равенб минусъ произведенгю косинусовб' двухб прочгіхб уг-
ловб вмѣстѣ сб произведенгемб синусовб этихб угловб на коси-
нусб стороны прогпиволежагцей первому углу, т. е. 

" Cos А = — Cos В. Cos С + Sin В. Sin С. Cos а. 
Доказательство. Данному триугольнику ABC начертивъ по-

лярный А ' В ' С ' (см. СФер. герм,)., и назвавъ стороны нослѣд-
няго черезъ а,' Ь', с', по угламъ противолежащимъ (черт. 3 ) , 
получ. Cos а' = Cos b'. Сое с' -j- Sin b'. Sin с'. Cos А' (теор 2 , § i ) ; 

но a' = 1 8 0 ° — А , с' = 180° — С 
b' = 180° — В , и A ' = 180° — a; 

подставивъ, найдемъ 
Cos (180°—A) = Cos (180°—B) Cos (180°—C) -f- Sin ( 1 8 0 ° - B ) 

Sin(1800—C). Cos (180°—a), 
— Cos A = (—CosB). (—CosC) + SinB. Sin C. (—Cos a) 
— Cos A = Cos B. Cos С — Sin B. Sin C. Cos a, 

или ( 1 ) Cos A z = — Cos B. Cos С -f- Sin B. Sin C. Cos a. . (IV); 
такимъ же образомъ получимъ 

(2) Cos В = — Cos A. Cos С + Sin A. Sin С. Cosb j (IV). 
(3) Cos С = — Cos A. Cos В -f- Sin A. Sin B. Cos с ) 

Cos A 4 - Cos B. Cos С CosB-f-CosA.CosC 
откуда Cos a = —гтт—z— ; Cos b = . • —zr—-—• 5 

J Sin B. Sin С Sin A. Sin С 
Cos С + Cos A. Cos В 

G 0 S C = Sin A. Sin В 
Примѣч. / . IIo Формуламъ ( IV) , зная два угла и сторону имъ прилежа-

щ у ю , можно отыскать уголъ иротиволежащій этой сторонѣ ; a помощію Фор-
мулъ ( V ) но тремъ угламъ сФерическаго триугольника отыскиваютъ его с т о -
роны. Преобразованія этихъ Формулъ въ логариѳмическіл нпмѣщены далѣе. 

Примѣч. 2 . Въ Формулахъ ( 1 , 1 Ѵ ) , положивъ A = 90°, получимъ для прямо-
угольнаго триугольника, О = — Cos В. Cos С + Sin В Sin С. Cos а, 
откуда Cos а = Cotg В. Cotg С, что и было выведено помощію мномоническихъ 
правилъ ІІеиера. 

Изъ Формулъ же (2 и 3, IV) получимъ Cos В = Sin С. Cos b, j См. прав. 
Cos С = Sin В . Cos с. I Непера. 

ІІримѣч. 3. Изъ изслѣдованія Формулы V* получаемъ, что если каждый 
изъ угловъ триугольника менѣе 90°, то и каждая изЬ сторонъ менѣе 90°. 

Т Е О Р Е М А 4 -

Во всякомб сферическомб гпрпуголъникѣ, если четыре части 
А, А, С, а (черт. 19) лежатьрядомб, то деть части (А и а,)— 



изз которыха од um угола и противолежагцая ему сторона.—бу-
ду im частями крайними, а другой угола (С) и сторона (b) бу-
ду та частями средними/ 

Между этими четырьмя рядомъ лежащими частями существу-
етъ слѣдующее мнемоническое отношеніе: 

Котангенса крайняго угла помноженный на синуса средняго 
равепа произведенью котангенса крайней стороны на сгінуса сред-
ней, беза произведенія косинусова средниха величина, ( * ) т. е. 

Cotg A. Sin С = Cotg a. Sin b — Cos b. Cos С. 
Доказат. 1, помощью чертежа. 
Вершиною даннаго крайняго угла А , какъ нолюсомъ, опи-

савъ дугу болынаго круга, и продолящвъ стороны, содержащая 
этотъ уголъ, до пересѣченія въ точкахъ D и Е съ описанною 
дугою, получимъ что DC = 90° — b (черт. 19 ) ; 
BE = 9 0 ° — с , D E = А и DCB = 1 8 0 ° — С. 

Вершину третьяго угла В, не входящаго въ Формулу, соеди-
нивъ съ точкою D, получимъ 

Cos DB = Cos DE. Cos BE = Cos A. Cos ( 9 0 ° — c ) 
или Cos ÜB = : Cos A. Sin с (я ) ; 

ной Cos DB = Cos DC. Cos В С S i n DC. Sin ВС. Cos ( 1 8 0 ° — C ) ; 
Cos DB = Cos (90°—b). C o s a - j - S i n (90°—b). Sin a (—CosC), 
Cos DB = Sin b. Cos a — Cos b. Sin a. Cos С . . . (ß) 

Соедпнивъ Формулы (я) и (ß) , получимъ 
Cos A. Sin с = Sin b. Cos' а — Cos b. Sin a. Cos С . . (у) ; 

Sin С. Sin а 

но Sin с = • — ^ — , подставивъ, и раздѣливъ обѣ час -

ти уравненія на Sin а, получимъ 
( 1 ) Cotg A. Sin С = Cotg a. Sin Ь — Cos Ь. Cos С. . . (VI) . 

Доказат. 2. Аналитическій выводи той же формулы. 
Въ уравненіи Cos а = Cos b. Cos с -j- Sin b. Sin. c. Cos A, 
исключить Cos с, получимъ 
Cos a — Cos b. (Cos a. Cos b + Sin. a. Sin. b Cos C) + Sin b Sin с Cos A., 
Cos a Cos a Cos2 b + Sin a Sin b Cos b Cos С + Sin b Sin c. Cos A, 
Cos a — Cos a Cos2 b m Sin a Sin b Cos b Cos С - f Sin b Sin с Cos A, 
Cos a Sin2 b = Sin a Sin b Cos b Cos С -p -Sin b Sin c. Cos A 
сокращая ва Sin b, получимъ 
Cos a Sin b zz Sin a Cos b Cos С -p Sin с- Cos А, ила 
Cos A Sin с = Cos a Sin b — Sin a Cos b Cos C, 

Sin С Sin a 
подставивъ вмѣсто Sin с равную ему величину д — » потомъ раздѣливъ 

- 'ITTIOKOH.TE oihtiOKuïi ЛШЭЭИШ'.ОНЙВ'И)* M É ян ИІ.ѴИИОФ Щ Т И Т 

( " ) Мнемоническое правило это составлено мною, и было напечатано въ пер-
вый равъ въ Морск. Сб. 1857 г. № 1. при обзорѣ математнч. учебн. руководства 



обѣ части уравненія на Sin а, и, упростивъ і д ѣ можно, 
получимъ Cotg A. Sin С Cotg a. Sin b — Сов b. Cos C. 

Такимъ же образомъ выводятся слѣдующія пять Формулъ: 
( 2 ) C o t g A . S i n В = C o t g a . S i n с — C o s с C o s В j 
( 3 ) C o t g В . S i n С г = C o t g b S i n а — C o s a . C o s С / 
( 4 ) C o t g B . S i n A — C o t g b . S i n с — C o s с . C o s A j ( V I ) . 
( 5 ) 7 C o t g C . S i n В = C o t g c . S i n a — C o s a . C o s В I 
( 6 ) C o t g C . S i n A = C o t g c . S i n b — C o s b . C o s A ) 

Примѣч. Въ Формулѣ (1 , V I ) положивъ А г : 90°, получимъ 
О г= Cotg a. Sin b — Cos b. Cos С, откуда 

Cos С г ; Cotg a. Tang b, такимъ же образомъ Сов В =2 Cotg a. Tang с. 
( и з ъ 2 , V I ) . 

В з ъ (4 и 6, VI) при томъ же положеніи найдемъ. 
Cotg В = Cotg b. Sin с и Cotg С = Cotg с. Sin b, или 

Cotg В Cotg С „ „ 
Sin с = я т і = Cotg В . Tang b и Sin b = - — 5 — = Cotg С. Tang с 

Cotg b Cotg с 
Всѣ эти Формулы для прямоугольнаго триугольника были выведены незави-
симо, помощію мнемоническихъ правидъ Непера (См. прав. 1 ое и 2 - о е . ) 

Нримѣч. 2. Формулы ( V I ) показываютъ зависимость между двумя сторо-
нами и двумя углами, изъ которыхъ одинъ уголъ противолежитъ данной сто-
роне, а другой содержится между ними. 

Общее примѣчаніе къ предыдущему теоремаму. 

Изъ выведенныхъ нами основныхъ Формулъ для рѣшенія с®е-
рическихъ триугольииковъ, (формулы I , I I , I I I , I Y , Y , Y I ) , толь-
ко одна первая удобна для непрерывнаго логариѳмованія; при 
вычисденіи же искомыхъ величинъ по остальнымъ Формуламъ 
необходимо переходитъ отъ логариѳмовъ тригонометрическихъ 
линій къ логариѳмамъ чиселъ, и обратно. Для избѣжанія этого 
неудобства нелогариѳмическія Формулы обыкновенно прообразу-
ются въ логариѳмическія, слѣдующимъ образомъ: 4 ' ' 

О В Р А Щ Е Н І Е Г Л А В Н Ы Ж ' Ь Н Е Л О Г А Р И Ѳ М И Ч Е С В И Х Ъ Ф О Р -
М У Л Ъ В Ъ Л О Г А Р И О М И Ч Е С Ш Я . 

ЗАДАЧА і-

Формулу Cos а — Cos b. Cos с Sin b. Sin с. Cos А обра-
тить ву логариѳмическую. 

Рѣшеніе. Обращение это производится черезъ разложеніе 
данной Формулы на двѣ логариѳмическія, помощію вспомогатедь-
наго угла (плоек, тр. §. 12 ) . 

C o s а з = C o s b . C o s с - { - S i n b . S i n с . C o s А , . . ( I I ) 



C o s a = C o s b . ( C o s с S i n с ^ • C o s A ) 

= C o s b ( C o s с S i n c . T a n g b . C o s A ) ; 
п о л о ж и в ъ T a n g b . C o s A = T a n g ф ( 1 ) 
и подетавивъ въ предыдущую Формулу, получимъ 

C o s а . = C o s b ( C o s с - j - T a n g cp S i n c ) , 
S i n Ф 

= C o s b ( C o s с • S i n с ) 

( C o s с . C o s (f S i n i f . S i n с ) 
= C o s b ж 1 

C o s <f 

= ^ C o s ( c - ? ) ( 2 ) . 
C o s ер 

Такимъ образомъ вмѣсто данной Формулы получаются двѣ 
логариѳмическія: 

T a n g b . C o s A = T a n g 7 ( 1 ) 
C o s b 

и C o s a = С ^ ф ' . . . . . . ( 2 ) , 
помощію которыхъ сперва отыскивается величина вспомогатель-
наго угла ф, а потомъ уже опредѣляется и величина а. 

Примѣч. 1. Эти же Формулы могутъ быть выведены вепосредственво, че-
резъ построевіе: 

a) При выводѣ Формулы ( I I ) мы имѣли 

(черт. 14; J6 2 ) SE = Cos a, SD = Cos b, F D = r Sin b Cos A. (т 2, §4) . 

Но въ четыреугольникѣ SEFD, иоложивъ F S D = 7 , 
F D Sin b Cos A 

получимъ Tang ф = — = — = Tang b. Los A, 

или Tang b Cos А = Tang f . ( 1 ) ; 
Cos b 

притомъ SD = S F . Cos ф или Cos b z= S F . Cos ф; откуда SF = , 

a SE z= SF. Cos (с—ф) = • Cos (c—<p). 

Слѣдовательно Tang b. Cos A — Tang ф ( 1 ) , 

C o s a = ^ Cos ( с - ф ) ( 2 ) , 
Cos ф 

что и согласуется вполнѣ съ выведеннымъ нами разложевіемъ данной Фор-
мулы. 

b) Тѣ же Формулы получатся изъ даннаго сФерическаго триугольника, 
если отъ одного изъ концевъ С искомой стороны на противолежащую сторону 
опустимъ перпедикулиръ CN (черт. 20) . 

Положивъ отсѣкъ AN ф, найдемъ, что NB = с — ф. 
Но въ A CAN, Cos А = Cotg b. Cotg (90—ф), 

С 
или Cos А = Cotg b. Tang ф, откуда Tang ф t = - . 

Cotg b 
Слѣдовательно Tang ф zs Tang b Cos A ( 1 ) , 

Въ томъ же триугольникѣ Cos b — Cos CN. Cos ф, 



слѣдоват. Cos CN 2= ^ 0 8 ( a ) 
Cos i f 

Но въ триуголыіикѣ CNB 
Cos a = Cos CN. Cos NB 
Cos a —: Cos CN. Cos (c— 

вмѣсто Cos CN, изъ уравневія (я ) , подставивъ ^ Î L i i 
Cos Ф 

получимъ Cos а = - Cos (с — Ф) (-2). 
Cos f 

Если перпендикуляръ упадетъ внѣ триугольника, то первая Формула (1) 
остается та же самая, а вмѣсто второй получимъ 

Cos b 
Cos а = . Cos (Ф—с), (черт. 20, № 2). 

Cos q> 
Лримѣч. 2. Какъ помощію мнемоническихъ правилъ Непера, такъ и по-

мощію геометрическихъ построеній не трудно доказать, что во всякомъ сфе-
рическомъ триугольникѣ если углы при основании одинаки, то перпендикуляре 
падаете внутри триугольника, a если углы при основании не одинаки, то пер-
пендикуляре падаете внѣ триугольника, и обратно. 

ЗАДАЧА 2 -

'S 
Формулу (IV, 3) Cos С—— Cos A. Cos В Sin A. Sin В. Cos с 

разложить на двѣ логариѳмическія. 
. ^ (^Sitt A. S i n В. Cos е 

Рѣшенге. Cos С — Cos В - •"" ' ' д — Cos А), 

== Cos В (Sin A. Tg В. Cos с—Cos А); но 
положивъ Tg В Cos с = Cotg х, . ( 1 ) 

Cos В V •. 
получимъ Cos С = g T ^ - Sin (А—х) . (См. предыд. зад.) . ( 2 ) . 

ЗАДАЧА 3-

Формулу ÇVI) Cotg A. Sin С == Cotg a. Sin b — Cos b. Cos С 
разложить на двѣ логариѳмическія: 

А ) Для отысканія недзвѣстной С. 
Рѣиіеніе. Изъ даннаго уравненія получимъ 

Cotg A. Sin С -j- Cos b. Cos С = Cotg a. Sin b,' 
Cotg A 

Cos b (Cos C. + C q s b • Sin C) = Cotg a. Sin b, 

Cotg A 
положивъ = Cotg у ( О , 

получимъ Cos b (Cos С -J- Cotg у. Sin С) = Cotg a. Sin b, 
I OS V 

11 ' Cos b (Cos С -+- g j ^ - - Sin C) = Cotg a. Sin b, 



Cos С. Sin у -( - Cos у. Sin С , 
Côs b I — g г — = Colga. Sin b, 

G 0 S Ь Sin (C - j - y ) = Cotg a. Sin b, или 
Sin у ' 

Sin (C H - y ) = Cotg a. Tang b. Sin y. . . . ( 2 ) . 
Слѣдовательно вмѣсто уравненія (VI ) получаемъ двѣ Формулы; 

Cotg А 
" С ^ Г Г Ш C o , g У ( О , 

и Sin ( С + у ) = Cotg a. Tang b. Sin у . . . ( 2 ) . 
В) Для отысканія неизвѣстной b. 1. Способа аналитически. 
Изъ даннаго уравненія получаемъ: 

Cotg a. Sin b — Cos b. Cos С = Cotg A. Sin С, 
Cos С Cotg а 

п о л а г а я lang ф или - ^ - ç - - Cotg ф . . . . ( i ) , 

какъ въ Формулѣ ( А ) , найдемъ 
Sin (b — ф ) = Cotg A. Tang С. Sin ф ( 2 ) . 

2 . Вывода тгьха же формула череза разложение триугольни-
ка на прямоугольные. 

Проведя дугу B D АС (черт. 6 , Л» 1 ) и положивъ w DC zr ф , \ 
изъ триугольника CBD получимъ \ 
Cos С zz Cotg a. Cotg (90° — ф ) , по 1-му прав. Непера, 

или Cos С — Cotg a. Tang ф , откуда Tang <7, ~ - ^ 0 8 ^ . . . ( П 
J * Cotg а ' ' 

Въ томъ же триугольникѣ Cos (90°— ф ) — Cotg С. Cotg ( 9 0 ° — DB), 
или Sin ф zz Cotg С. Tang DB, 

Sin ф 
откуда T g . DB zz r , или. Tg. DB = Sin ф . Tang C. 

Cotg С 
Но въ триугольникѣ ADB 

Cos ( 9 0 ° — (b — ф ) ) = Cotg A. Cotg (90°— DB), по мнем, правиламъ Непера, 
или Sin (b — ф ) zz Cotg A. Tang DB, 

подставивъ въ нослѣднюю Формулу, вмѣсто Tang DB, равную ему величину 
Tang С. Sin ф , получимъ 

Sin (b — ф ) 5= Cotg A. Tang С. Sin ф ( 2 ) . 
Что и п о к а з ы в а е т ъ тождество между Формулами всномогательпыхъ угловъ 

и разложеніемъ даннаго триугольника на прямоугольные. 

Нримѣч. Способъ рѣшенія триугольниковъ по Формуламъ (1) и (2) , или 
помощію вспомогательных« углов«, называется также способомя рѣшспія по-
отсѣкамъ, и употребляется преимущественно в ъ т ѣ х ъ случаяхъ, когда надо вы-
числить не всѣ части триугольника, а только нѣкоторыя изъ нихъ. При в ы -
чнсленіи же всего триугольника но отсѣкаыъ б е р у т ъ обыкновенно два вспомо-
гательных« угла: одинъ для вычиеленія стороны, а другой для вычисленія угла. 

ІІримѣч. Т а к ъ какъ в ъ н ѣ к о т о р ы х ъ изъ Формулъ, нами выведенныхъ, иско-
мыя величины в ы р а ж е н ы въ синусахъ, черезъ что получаются двойственный рѣ -
шенія, то, для избѣжанія этого неудобства, при вычислены триугольниковъ 
цредпочитаютъ употребленіе такихъ Формулъ, въ которыхъ искомыя величн-

6 ' 



пы выражены въ половпнныхъ углахъ. ГлавнѣИшія изъ втихъ Форыулъ суть 
слѣдующія: 

Т Е О Г Е М А 5 -

П Е Р В А Я Ф О Р М У Л А П О Л У П Е Р И М Е Т Р А . ВО всякома 
сферическома триугольникѣ квадрата синуса половины одного 
иза углова равена произведенію синусова разностей полуперимет-
ра треугольника преда каждою иза сторона содержагциха этота 
у гола, деленному на произведенге синусова сторона содержа-
гциха тота же угола, т. е. 
S i ü 2 , а - Sin ( p - b ) . Sin ( p - c ) 
S m 5 A - Sin b. Sin с 

Доказательство. Уже извѣстно, что 
Cos a — Cos b. Cos с 

Cos A = ^ H b T S h T c < Ш > ' С л Ѣ д -

^ Sin b. Sin с—Cos a-f-Cos b. Cos с Cos (b—c)—Cos a 
Sin b. Sin с Sin b. Sin с 

_ 2 Sin I ( a - { - b — c). Sin f ( a -f- с — b) 
Sin b. Sin с. 

Ho 1 — Cos A = 2 Sin2 I А, притомъ, полагая 
а _ і _ Ь - 4 - с = 2 р / 4 (a 4 - b — с) == p — с, 1 1 ' \ получимъ 2 І I у 1 ' 
4 (а + Ь + с) = р| 4 (а + с - Ь) = р - Ь, 
подетавивъ вмѣсто равныхъ равныя, 

найдемъ Sin2 £ А = ^ І І Ц Г ^ ( Р ~ ( У П ) . 
2 Sin b. Sin с 

Такимъ же образомъ и для другихъ угловъ 
«Іп21 R S i n ( p - a ) . Sin ( p - c ) . S i n ( p - a ) . Sin(p-b) 
Sm2 4 B = gin a. Sin с ' S m 2 S Ü T T s i . b 

В Т О Р А Я Ф О Р М У Л А П О Л У П Е Р И М Е Т Р А . Подобная же 
Формула можетъ быть выведена и для косинуса, а именно: 

Квадрата косинуса половины одного иза углова сферического 
триугольника равена произведенію синуса полупериметра триуголь-
ника на синуса разности полупериметра преда стороною про-
тиволежащею .этому углу, деленному на произведете синусова 
сторона содержащиха этота угола, т. е. 

С І Ч А S i " Р- S i " ( Р а )  
2 Sin b. Sin с 

Cos а—Cos b. Cos с 
Докачат. Cos A = — — — — ^ •> елѣдовательно 

Sin b. Sin с 



Sinb. Sin c-(-Cos a—Cos b.Cos с Cos a — Cos (b c ) 
1 -f- Cos A _ Sin b. Sin с ~ 'Sin b. Sin с 

2 Sin 4 ( a + b -f- c ) . Sin i (b Ц- с — a) 

Sin b. Sin с 
Ho 1 -f- Cos A = 2 Cos2 I А, прнтомъ | (a -f- b c ) = p, 

4 (b -f- с — a) = p — а, подставивъ, получимъ 
Sin p. Sin (p — a) 

С и 1 » A - i L b . a l e ( Щ > -
Такимъ же образомъ выведемъ 

C o s 2 1 ; C o s , c ^ S i n P . S i n ( p - - c ) 
2 Sin a. Sin с 2 Sin a, Sin b y J 

Т Р Е Т Ь Я Ф О Р М У Л А П О Л У П Е Р И М Е Т Р А . Квадрата тан-
генса половины одного иза углова равена произведенью синусова 
разности полупериметра триугольника преда каждою иза сто-
рона, со.держащиха этота угола, разделенному на произведете 
иза синуса полупериметра на силуса разности полупериметра 
преда стороною противолежащею тому (нее углу, т. е. 

T a n g 2 é д = a * fr - ь) . . 
6 5 Sin p. Sin (р — а) 

ж о- <, i a Sin (р — Ь). Sin (p— с) i 
Доказат. Sin2 4 А = 

Sm h. Sin с г раздѣливъ рав-
Sin р. Sin (p — a) l ныя наравныя, 

C o s - К А — I 
2 Sin b. Sin с / 

Sin2 I A 4 Sin ( p - b ) . Sin (p—c) 
получимъ = W I A • • 

Такимъ же образомъ выведемъ и для другихъ угловъ: 
Т„*і B _ S i n ( p - a ) . Sin ( р - с ) . Т 1 г _ S i n J p - a ) . S i n ( p - b ) 

ï sin p. Sin ( p - b ) ' l g 5 0 - ~ S h n r S i n ( p - c ) - ( I X ) -
Примѣч. 1. Изъ выведенныхъ (VII ) , (VlII) , ( I X ) Формулъ 

нетрудно получить слѣдующія: 

Sin i А = l / ( p - b ) . S ü T T p - c ) j ] C o s A A 

У Sin b. Sin с ' I ( Ѵ П ) I 

Sin i В = л Г S i n Si" ( Р - с ) м Cos і В = i / " ' 
Т Sin a. Sin с ' I I У 

Sin i С = Y «in ( р - а ) . Sin ( p - b ) _ (VIII) , C o s 

' Sin p. Sin (p - a ) 
Sin b. Sin с 

Sin p. Sin (p - b ) 
Sin a. Sin с 

Sin p. Sin (p-- С ) 
Sin a. Sin b 1 1 У Sin a. Sin b 

Tang J A - л / ~ S m ( P - b ) . S i n ^ c ) 
У Sin p. Sin ( P - a ) 

Tang i В -лГ Sin ( p - a ) S i n ( p - b ) A f / " S i n ( p - a ) . Sin ( p - b ) f ( K ) 

У ^ Щ р . Sin ( p - b ) - ^ T j ; Sin ( P - b) ( 



Изъ этихъ же Формулъ для дѣлыхъ угловъ получаемъ: 

Sin A = S i n b - C y ^ S i n P S i n ft - a ) 8 i n tp - b) Sin (p - c); 

Sin В _ S i n S i n p Sin fp - a) Sin (p - b) Sin f p - c ) ; 

Sin С _ fihra»jSili A s i a p . Sin f p - a V S i n ( p - b) Sin f p - cH 
2 '-V 

гдѣ подкоренная величина для всѣхъ угловъ остается одна и таже. 

ІІримѣч. 2. Формулы (VII) , (VIII) и ( I X ) служатъ для вы-
численія угловъ по тремъ сторонамъ триугольника. Но должно 
замѣтить, что всякая Формула, опредѣляющая искомый уголъ по 
синусу, дѣлается непримѣнимою при вычисленіи, когда этотъ уголъ 
мало разнствуетъ отъ 90° (или 2 7 0 ° ) , потому что около этихъ 
предѣловъ весьма малая перемѣна синуса соотвѣтствуетъ значи-
тельной перемѣнѣ угла, а потому число десятичныхъ, на кото-
рое логариѳмы тригонометрическихъ линій вычислены въ обыкно-
венныхъ таблицахъ, недостаточно для вѣрнаго опредѣленія угловъ 
но синусу, когда они приближаются къ упомянутыыъ предѣламъ. 
Формулы же, опредѣляющія искомый уголъ по косинусу, подвер-
жены тому же недостатку, когда уголъ мало разнствуетъ отъ 
0° иди 180°. По этой причинѣ рѣшенія тригонометрическихъ 
вопросовъ тогда только могутъ считаться точными, когда вычис-
ленія производимы были по Формуламъ тангенса или котангенса 
нскомыхъ угловъ, потому что тригонометрическія линіи эти, 
измѣняясь быстро, при всѣхъ величинахъ искомаго угла даютъ 
точное его опредѣленіе. Отсюда понятно, почему по Формуламъ, 
нами предложеннымъ, вычисленіе должно быть производимо въ 
синусахъ, когда величина угла находится между 0° и 90° , и въ 
косинусахъ, когда искомый уголъ между 90° и 180°. Если же 
недичина угла совершенно нсизвѣстна, то должно предпочитать 
вычисленіе по Формуламъ тангенса ( I X ) . Послѣдняя Формула имѣ-
етъ еще то преимущество предъ первыми (VII ) и (VIII) , что для 
вычисленія по ней всѣхъ трехъ угловъ триугольника необходимо 
отыскать только четыре логариѳма: p, р — а, р — b, р — с; ме-
жду тѣмъ какъ при рѣшеніи того же вопроса по Формуламъ 
синусовъ или косинусовъ, потребовалось бы отысканіе шести 
или семи логариѳмовъ. 

При втомъ необходимо замѣтить, что во всѣхъ этихъ Форму-
лахъ раднкалъ долженъ быть взятъ со знакомъ плюсъ, потому 
что тригонометрическія линіи острыхъ угловъ суть величины 
положительныя. 



П'римѣч. Уравненіе тангенса ыожеть быть выведено и независимо отъ 
1 + Cos А 

Sin I А и Cos { А, а именно помощію Формулы Tang® % А =• • д , 

если подставимъ соотвѣтствующія величины вмѣсто Сое А. 

Т Е О Р Е М А 6. 

Во всяко.на сферическо.т триугольникѣ 

Tang « а - У " C 0 S Р - C 0 S ~ А ) , гдѣ Р = і (А + В + С). 
g 5 ~ Cos ( Р — В ) . Cos ( Р — С ) * 

Доказательство. У яге выведено было, что 
Cos А -{- Cos В . Cos С 

C o s а = Sin в . Sin с ; ( j ; Д Д : ^ / ; 

-\f I^OWtCos а 1 -4" &9J? 
но Tang І а — V — \ 1 ; подставивъ въ это уравнеше Фор-

° 1 \ Cos а 
мулу ( У ) получимъ 

T l n f f Л я - l / " ~ C o s I ( А + В + С). Cos 4 ( В + С - А )  
g 2 Cos А ( А + В — С) . Cos -I ( A - f С - В) ' 

откуда Tang 4 а = l / " ~ C o s Р - l P ~ А ) . . . ( X ) . 
Cos ( Р — В ) . Cos (Р—С) 

Такія же Фоумулы могутъ быть выведены и для другихъ 
сто^онъ. 

Примѣчаніе I. Такъ какъ во всякомъ сферическомъ триу-
гольникѣ сумма угловъ А - | - В - | - С > 180° , откуда | (A-f-B-j-C) 
> 90° , то понятно, что [—Cos * ( А - { - В - { - С ] , или [ — Cos Р] 
есть величина положительная. Поэтому знакъ ( — ) минуса, 
иаходящійся подъ корнемъ, не только не есть признакъ не-
возможности, но напротивъ, уничтожая мнимость,, дѣлаетъ вы-
числяемую величину вещественною, до тѣхъ поръ, пока, при 
заданіи, A -J— В — С > 90°. 

ЗАДАЧА- Предлагаемъ учащимся вывести Формулу 

» • = Ѵ ^ Щ Щ і ' - « = А + В + С -

ФОРМУЛЫ ГАУСА. 

1 ) Уже доказано было, что 
Cos -I (A r t В) = Cos 4 A. Cos | В r p Sin A. Sin | В, 
вмѣсто Cos и Sin половинныхъ угловъ подставивъ соотвѣтствую-
щія имъ величины (форм. VII, ѴНІ) , получимъ 



c o s U A - ю ^ / " S i , i p - S i " . / S i n p : S i n Q ( p ~ b ) 

2 v Sin b. Sin с Sin a. Sm с 
Sin (p—b). Sin (p—cj Sin(p—a).Sin(p—c) 

^ Sin b. Sin с ' Sin a. Sin с 

^ S i " p ̂  S i " (p— c ) . л/~Sin (p—a). Sin ( p - b ) 
S i n c Sin a. Sin b ' 

Cos £ (A -{- В) ^ S i n £ c ] l - n ) Формулы 

C o s A C A - B ) ^ ^ ^ . Sin £ С 13-ЯI Г А Ѵ С А . 

2 ) Sin £ (A ^ B) = Sin £ A. Cos £ В z± Cos £ A. Sin £ B, 
подетавивъ Формулы (VII) и (VIII), получимъ ' 

Sin £ (А А: В) ^ V S i n ( Р ~ S i n ( Р ~ С 1 \ f S i n Р' S i " b ) 
Sin b. Sin с Sin a. Sin с 

-у/ Sin p. Sin (р—а) уГSin (p—a). Sin (р—с) 
Sin b. Sin с Sin a. Sin с 

_ Sin ( p - b ) ± Sin ( p - a ) A S i n p - S i „ -r 

S i n c Sin a Sin b ' 

Sin £ ( A + В) = . Cos 4 С ) 2 - я j Формулы 
Cos £ с 2 

и 
Si„ £ ( A - B ) = S l S ^ b ) • Cos £ С J 4 - Я J ГАУСА 

Поставивъ выведенным нами уравненія соотвѣтственно по 
суммамъ и разностямъ, получимъ: 

1) Cos £ (A + B). Cos £ с = Cos £ (a + b). Sin £ C, j 
2) Sin £ (A + B). Cos £ с = Cos £ (a — b). Cos £ C, f x _ 
3 ) Cos £ (A — B ) . Sin £ с = Sin £ (a + b). Sin £ С, 
4 ) Sin £ (A — B ) . Sin £ с = Sin £ (a — b ) . Cos £ C. ! 

Примѣчаніе. Формулы эти называются въ Германін Г ay совы ми. потому что 
Гаусь предложил, пхь въ своемъ сочиненіи: Theoria motus corporum coeles-



tium. Hamb. 1809, pag. 51; во франціа онѣ называются Деламбровымк, потому 
что Деллмбръ изложплъ ихъ въ Connaissance des temps въ 1808 году. Почти 
въ тоже время онѣ были открыты и математикомъ Мольвегіде, писавшимъ объ 
нихъ въ Zach'8 monatlicher Correspondenz, Bd. 18, 1808, S. 396. 

АНААОГІН НЕПЕРА-

Уже доказано, что 
Sin I (А-|-В) Cos I е = Cos 4 (а—Ь). Cos 4 С ( 2 ) J Формулы 

и Cos A ( A - j - B ) . Cos \ с = Cos $ ( а + Ь ) . Sin 4 С ( і ) 1 Гауса 
Раздѣливъ первую изъ нихъ на вторую, получимъ 

Tang 4 ( А + В ) = і ^ ] •: C o t y С . . . . . ( X I I ) 

Такимъ же образомъ раздѣливъ четвертую формулу Гауса 
на третью ( X I ) , получимъ 

T a n g U A - B ) - £ | | ^ ] . Cotg,' С ( X I I ) 

Черезъ дѣленіе третей Формулы Гауса на первую и четвертой 
на .вторую, получимъ еще два отношенія: 

Cos i ( А — В ) 
Tang Н а + Ь ) = ъ — T a n g 4 с ( X I I ) 

Sin 4 ( А — В ) 
Taog -4 ( а - Ь ) = S i n | [ А А-зі • Tang 4 с . . . . . ( X I I ) . 

Уравненія эти ( X I I ) , будучи написаны въ видѣ пропорцій, 
и для удобства удержанія ихъ въ памяти, расположенный въ 
слѣдующемъ порядкѣ: 

1 ) Sin 4 (а 4 - b ) : Sin 4 (a — b ) = Cotg i С : T a n g i ( A - B ) 
2 ) Cos 4 (а 4 - b ) : Cos 4 (s» - b ) = Cotg 4 С : Tang 4 ( А + В ) ( х п 

3 ) Sin 4 ( A 4 - В ) : Sin 4 ( А — В ) = Tang А с : Tang $ (а — b) 
4 ) Cos 4 (A4-B) : Cos 4 ( A — B ) = Tang 4 с : T a n g 4 ( a - j - b ) 

по имени ихъ изобрѣтателя называются аналогиями или пропор-
ціями Непера. Изобрѣтатель логариѳмическаго счисленія, Ш о т -
ландскій Варонъ Неперъ, предложилъ ихъ въ 1 6 1 4 году въ со-
чиненіи своемъ: Mirifici logarithmorum canonis descriptio. 

ІІримѣч. Третья и четвертая аналогіи Непера могу гъ быть выведены изъ 
1-ой и 2-ой ііомощію поля|)ііаго триугольника. 

И д ействительно пусть А', В', С' будутъ углы, а а',Ь', с' стороны триуг-ка 
А ' В ' С ' , иолярнаго данному А В С ( черт 3). Следовательно получимъ 
а ' = 1 8 0 ° — А, Ь ' = 1 8 0 ° — В , а потому } (a'-f b') = 1 8 0 ° - { (A-fB) , 

и Sin } ( a' -b Ъ' ) = Sin} (A-f B ).. 
Такимъ же обрззоъ найдемъ 

Sin} ( a ' — b ' ) = — Sin} (А—В): Cotg} С ' = Tang} с, 
и Tang} ( А ' - В ' ) - - Tang} (a—b)-



Но какъ въ триугольникѣ А' В 'С ' 
Sin i (а' + b'): Sin } ( a'—b') = CotgJ С : Tang» А'—В'), 

то подставивъ вмѣсто равныхъ равныя, получимъ 
Sin { ( А + В ) : Sin і ( А - В ) = Tang | с : Tang £ (a —b) . 

Подобнымъ же образомъ четвертая аналогія можемъ быть выведена изъ 
2-й. Выводъ аналогій Непера, независимо отъ Формулъ Гауса, можетъ быть 

Tang } ( А ± В) 
основанъ на Формулѣ — — , если мы выразимъ ее сперва помощію 

Cotg g С 
половинныхъ угловъ, а потомъ въ зависимости отъ стороиъ сФерическаго 
триугольника. (Annales de mathématiques de Gergone). 

Изъ пропорціи Sin а : Sin b = Sin A : Sin Б, ( i ) получимъ 
Sin a + Siu b : Sin а — Sin b = Siu A - ] - S i n В : Sin А — Sin B -
слѣдовательно (§ 7 , прям. триг. Формула 2 3 ) 
Tang I (a + b) : Tang | (a — b) = Tang | (A + В) ; Tang \ {A — В ) . 

Къ Формуламъ Непера относятъ обыкновенно и эту пропор-
цію, весьма часто употребляемую для повѣрки рѣшенія сФериче-
скихъ триугольниковъ. 

Изслѣдованіе аналогій Непера. 
1. Если въ выведенныхъ нами анадогіяхъ (XII ) возьмемъ 

Формулы косинусовъ (т . е. 2 - ю или 4 - ю ) , 
напр. Cos А ( а 4 - Ь ) : Cos A (a — b j = Colg | С : Tang | (A B ) , 

— + + 

то замѣтимъ, что a — b < 180" и С < 1 8 0 ° 
или 4 (a — b) < 90° и 4 С < 90° , а потому 

Cos 4 (а — Ь) и Cotg А с суть величины положительный, 
слѣдовательно и Tang А ( А -(- В ) съ величиною Cos А (а Ь) 

должны быть съ одинакими знаками, т. е. если | (a-f-b) 1Î 90° , 

то соотвѣтственно и | (А —|- В) = или, что тоже самое, 

если а - { - Ь = 180° , то соотвѣтстігенно и А - 4 - В = 18 0" . ' < 1 < 

Отсюда новое свойство сФерическаго триугольника, состоящее 
въ томъ, что если сумма сторона болѣе, равна или менѣе 180 
то и сумма угловъ, има противолежагциха, соответственно 
болѣе, равна или менѣе ' 180°; т. е. полусумма сторона сф. тр. 
всегда одинакова са полусуммою противолежагциха има угловъ. 

Взявъ одну изъ аналогііі, выраженныхъ въ синусахъ, (т. е. 1-ю или 3 - ю ) , 
напр. 

Sin I (а + b): Sin £ (а — b) = Cotg J С: Tang { (А — В), 

zfc rt 
получимъ, такъ какъ предыдущее плены этой пропорціи суть величины поло-
жительны«. то и знаки при послѣдующихъ членахъ должны быть одннаки, т. с. 



или оба члена съ плюсоыъ, пли оба съ минусомъ, или оба члена раины нулю. 
Но какъ абсолютный величины J (а — Ь) и і (А — В ) находятся всегда меж-
ду 0° и 90°, то и а — b съ величиною А — В необходимо одного рода, т. е. ИЛИ 
обЬ разности положительныя, или обѣ отрицательный, или обѣ равны нулю. 

Отсюда получаемъ извѣстныя уже свойства: 
a) Во всякомъ сферическомъ триугольнтѣ большей сторонѣ противолежите 

большгй уголъ и обратно. 
b) Равньшъ сторонамъ противолежатъ равные углы и обратно. 
Примѣч. Свойства сФерическаго триугольника, выведенныя нами изъ из-

слѣдованія аналогій, могутъ быть также доказаны или но Формуламъ Гауса , 
или независимо, помощію чертежа (СФ. геом., теор. 6 и 7). 

ГЛАВА І У ^ * * 

$ 5. 

ЕВычислепіе сферпчссвихъ трыуголыюковъ. 

Рѣшеніе сферическихъ триугольниковъ вообше, какъ мы уже 
показали, заключается въ слѣдующихъ шести случаяхъ: 

СЛУЧАЙ 1 . 

Даны три стороны о, Ь и с; найти три угла А, В, С. 
Рѣгиенге. Одинъ изъ угловъ, напр. А , можетъ быть найденъ 

помощію уравненія 
Cos а — Cos b. Cos с 

Cos А = — — г — ^ і 
Sin b . Sm с 

такимъ же образомъ и каждый изъ остальныхъ угловъ; но какъ 
Формула эта нелогариѳмическая, то вычисленіе чаще произво-
дится по сдѣдующимъ уравненіямъ: 
Tang j a - д / S i n ( Р - Ь ) ; Bin ( р - с ) , Cos * в = l / ~ S i n P; S i n 

' Sin p. Sin (p — a) " Sin a. Sin с ' 

Sin I С = i / f S i n (P - a). Sin (p-^-b) ; ГДѢ p = J (a + b -f c). 
' Sin a. Sin b 

Впрочемъ вычисленіе по Формуламъ тангенсовъ предпочти-
тельнѣе (см. прямол. триг. § 12 , т. 9 ) . Здѣсь радикалъ долженъ 
быть принимаемъ только со знакомъ -{- , потому что каждый изъ 
угловъ I А, 1 В и I С менѣе 90° (См. СФ. тр. § 4 , теор. 5 ) . 

Ч и с л е н н ы й П Р И M Ѣ Р Ъ. 

Пусть а = 72° 14' 2 6 " ; Ь = 110° 18' 2 0 " ; с = 48° 50 ' 4 2 " . 
Предварительный вычислены. 

p = i ( а + b + с ) = 115° 41' 4 4 " , р — а = 43° 27 ' 1 8 " , 
Р — b = 5° 23 ' 2 4 " , р — с = 66° 51 ' , 



Вычисленіе угла А 
по Форм. Tg £ А . 
log Sin ( p - b ) = 8 , 9 7 2 8 2 5 
log Stn (p — с) = 9 , 9 6 3 5 4 4 

lo'g Sin p = 0 , 0 4 - 5 2 2 2 - 1 0 
lo'g Sin (p — a) = 0 , 4 6 2 5 4 - 8 - 1 0 

Вычисленге угла В 
по Форм. Tg £ В. 
log Sin (p — а) = 9 , 8 3 7 4 5 2 
log Sin (p — c ) = 9 , 9 6 3 5 4 3 

lo'g Sin p = 0 , 0 4 5 2 2 2 - 1 0 
lo'g Sin (p — b) = 1 , 0 2 7 1 7 5 - 1 0 

log Tg £ В 

2 0 , 8 7 3 3 9 2 - 2 0 
: 1 0 , 4 3 6 6 9 6 

£ В = 69° 5 4 ' 18" 
В = 1 3 9 ° 4 8 ' 3 6 " . 

1 9 , 1 4 4 1 3 9 - 2 0 
log Tg £ A = 9 , 5 7 2 0 6 9 

£ A = 2 0 » 2 8 ' 1 6 " 

A Ж Р Ч ^ ' 32" . 
Такимъ же образомъ нотдемъ что С = 3 t ° 1 2 ' 1 3 " . 
П Р И М Ѣ Р Ы д л я У П Р А Ж Н Е Н І Я . 

1) Данныц: а = 100°,b = 80° , с = 60° . 
Искомыя: • А = 5 3 ° 53 ' 29"t(B = 3 6 ° 6 ' 31" ГС = 2 8 ° 25 ' 5 4 " . 
2 ) Данныя: а = 20» 14' 40 = 39° 2 7 4 2 " , с = 50° 54' 4 2 " . 
Искомыя: А = 2 3 ° 4 6 4 7 " , В = 47°4-5 ' 7'ДС = 1 1 5 ° 4 7 ' 4 5 " . 

СЛУЧАЙ 2 

Даны гири угла А, В , С ; найти три стороны a, b, с. 
Рѣгиеніе. Вычисленіе производится по Формуламъ-

* * » ь = Г^&Щ^ 

Преимущественно же вычиеляютъ по Формуламъ тангенсовъ 
ПОЛОБИННЫХЪ сторонъ, 

П Р И М Ѣ Р Ъ Д Л Я У П Р А Ж Н Е Н І Я . По даннымъ угламъ: 
А = 114° 19' 4 0 " , В = 130° 42' 4 5 " , С = 131° 54 ' 3 7 " отыс-
кать стороны. 

Вычисляя, получимъ: а = 87° 35 ' 2 0 " , b = 1 2 3 ° 47 ' 1 0 " , 
с = 125° 18 ' 5 2 " . 

Другой способа для ріьшенія того огсе случая. Вычисленіе триу-
гольника по тремъ даннымъ угламъ весьма часто производятъ 
слѣдующимъ образомъ: данному триугольнику ABC подстроивъ 
полярный А' В' С (черт. 3) , помощію данныхъ угловъ А, В , С 
находятъ стороны а' , Ь', с' посдѣдняго триугольника и потомъ 
вычиеляютъ его углы А' , В' , С'. Отыскавъ исполнеяія угловъ 
А ' , В' , С', т. е. каяедый изъ нихъ вычитая изъ 180", получимъ 
искомыя стороны. 



Пусть А = 1 0 7 ° 4 5 ' 34" ; В == 69° 4 1 ' 40»; С = 131° 9' 18" . 
Въ триугольникѣ А' В' С', полярномъ данному, найдем 

а' = 1 8 0 ° - А = 72° 14' 26», 
Ь' = 1 8 0 ° - В = 110° 18' 20" , 
с' = 1 8 0 ° - С = 48° 5 0 ' 52». 

Вычисляя Д А' В' С', (по случаю 1 - м у ) , получимъ 

А' = 40° 5 6 ' 3 2 " j р j а = 180° — А ' = 139° 3 ' 
В' = 136° 4 8 ' 3 6 " § Ь = 180° — В ' = 40° И ' 
С' = 31° 12' 13" i l l с = 180° — С' — 148° 47 ' 47 

t С Л У Ч А И 3 -
^тШГ ' Л -Я / V - ^ 4 ^ ^ 

Даны две стороны a, b и улолг С между ними: вычислить 
прочія части. 

Рѣшеніе. 1. У г л ы А и В вычисляются по слѣдующимъ Фор-
муламъ: 

Tg Н А - В) = c t g i c s A I - ь ь>, 

Cos i ( a — b) 
Tg 4 ( A + B) = Cotg 4 0 . C o s I V ( a ^ • Откуда 

A = 4 (A + B ) 4 О - В ) ; в ' = 4 ( A + B) _ 4 ( A - B). 

2 . Зная уголъ А , найдемъ остальную сторону по пропорціи 

Sin с : Sin С = Sin а : Sin А ; 

или если извѣстны А и В, то по аналогіи Непера, 

Т . ^ Т Н С а + Ь & А Щ , 
или по Формудѣ Г а у с а , 

Cos 4 ( а b)  
Cos 4 (A -f - В) 

Другіе пріемы для рѣшенія этого случая см. въпримѣчаніяхъ. 
Ч И С Л Е Н , П Р И М Ѣ Р Ъ . Пусть а = 9 6 ° , Ь = 8 0 ° , С = 1 0 0 ° . 

Предварительный вычисленія. 4 (а 4 ~ Ь ) — 88°, 4 ( а — Ь) — 
8 ° , 4 С = 5 0 ° . 

Cos 4 с = Sin • (*) 

( * ) Въ подобныхъ случаяхъ выгоднѣе вычислять по Формулѣ Гауса, потому что 
lg і Cos (а + b) уже извѣстенъ, или по аналог. Непера; производя же вычисле-
ніе по Формулѣ сивусовъ, можемъ, для стороны с, получить двойственное рѣ-
шеніе, 



Вычисление 4 (А — В); 
Ig S i n 4 ( а — Ь ) = 9 , 1 4 3 5 5 5 

lg Cotg 4 С = 9 , 9 2 3 8 1 4 
lg' Sin 4 (а + Ь) = 0 , 0 0 0 2 5 5 

Вьічисленіе 4 (А + В ) ; 
lg Cos 4 (а — b) = 9 , 9 9 5 7 5 3 

I g Cotg 4 С = 9 , 9 2 3 8 1 4 
lg Cos 4 (a + Ь) = 1 ,457184 

Ig Tg 4 (А 
( А 

В) = 9 , 0 6 7 6 3 4 
В) — 6 ° 3 9 ' 5 3 " , 5 

t . А = 94°15 '35" 
, г// Вычисленіе стороны с, 
j щ о Формулѣ синусовъ. по аналог. Недера 
L- „^' • Г.. г* -

lg Tg 4 (А + В) = 1 1 , 3 7 6 7 4 8 
4 (A -J- В) = 8 7 ° 3 5 ' 4 1 " , 5 

В = 80° 55' 48" 

г 4 ' lg Sin С = 9 ,993351 
lg Sin а Ц й Г , 9 9 7 6 1 4 
lg' Sin А : У | ё , 0 0 1 2 0 2 

lg Tg A (a -f- b) = 1 1 , 4 5 6 9 1 6 
lg Cos -4 (A-|- B) = 8 , 6 2 2 8 7 0 
Ig'Cos А (А — B ) = 0 , 0 0 2 9 4 5 

Tg Sin e = 9 , 9 9 2 1 6 7 lg Tg 
- = (79° 9' 3") = 100°50'57", 
такъ какъ С > А, то и e > а. 

ІІримѣч. 1. Въ геодезіи и въ астрономій требуется иногда отыскать сторону 
с, не определяя угловъ А и В; въ такомъ случаѣ вычисленіе можетъ быть произве-
дено по Формулѣ Cos с = Cos a. Cos b - f Sin Sin b. Cos С. 

§ С = 1 0 , 0 8 2 7 3 1 
4 с = 5 0 ° 2 5 ' 2 8 " , 5 

с = 1 0 0 ° 5 0 ' 5 7 " . 

Вычисленіе помощію лоіариѳмоов 
тригонометрии, лингй и логариѳмоев 
чгсселе. 

lg Cos а = 9,019235 (п) 
lg Cos b = 9,239670 

lg Cosa. Cosb = 8,258905 (n) 
Cos a. Cos b = — 0,0181512 

lg Sin a — 9,997614 
lg Sin b = 9,993352 
lg Cos С — 9,239670 (n) 

9,230636 (n) 
Sina. Sin b Cos С — - 0,1700733 

Cos a. Cos b r r— 0,0181512  
(n) 9,274676 со lg — 0,1882245 

9,274676 = lg Cos 79° 9' 3" 
с = 180°— 79° 9' 3 " = 100° 50' 57". 

Вычисленге помощію гаусоеыхв лога-
риѳмоеъ сумме и разностей. 

Положивъ Cos a. Cos b = p, 
a Sin a. Sin b. Cos С = p, 

получимъ Cos с == p + q. 
Уже найдено, что 

lg q =29,230636 (n) I 
lg p = 8,258905 (n) j В Ы ч и т а я > 

получ.log- 0.971731 

Отыскивая по табл. А, находимъ 
1 q + Р\ log 044040 

log q = 9,230639 (n) 
log (p + q) = 9,274676 (n) 

что и было найдено для Cos с 
2 . Уголъ А, противолежащій одной изъ данныхъ сторонъ, можетъ также 

быть найденъ по нелогариѳмической Формулѣ 
Cotg A. Sin С = Cotg a. Sin b — Cos С. Cos b, 

Cotg a. Sin b 
Cotg A = 

a = 96° ; b = 80°; С = 100°. 
lg Cotg a = 9,021620 (n) 
lg Sin b = 9,993352 

» І Й П Г = 0 ' 0 0 6 Ш 

- 0,105104 со 9,021620 (n) 

Sin С 
Cotg C. Cos b. 

lg Cotg С = 9,246319 (n) 
lg Cos b = 9,239670 

— 0,030619 c c 8,485989 (n) 
- 0,105104 
+ 0,030619 
lg — 0,074485 = 8,872071 (n) 



lg Cotg 85°44'25" = 8,872071, слѣд. 
А — 1 8 0 ° - 85° 44' 25" — 94° 15' 35". 

3. Вычислевіе той же Формулы помощію гаусовыхъ таблицъ. 

^Sin С = 9 > 0 2 1 6 2 0 I Вычитая и отыскивая по 
lg Cotg С. Cos b — 8,485989 (n) } т а б л - c > получимъ 

0,535631 = 0,149549 
9,021620 

lg Cotg 85° 44' 25" 
Производя вычнслевія для 

Беги, съ 5-ю дес. звак 
получ. для стор. с. 

lg Cos a. Cos b = 8,25891 (n) 
lg Sin a. Sin b. Cos С = 9,23064 (n) 

ас 8,872071 ( " ) 
с и A по сокращен 

0,04403 со 0,97173 
9,23064 (п) 
9,27467 (л) (см. выш. прим. 1). 

гаусов. таблицамъ 
По табл. Köhler (La Lande) 

для угла А. 

lg Cotg С. Сев b = 8,48599 (n) 
0,14955 
9,02162 (n) 

ас 0,53563 

8,87207 (n) (СМ- В Ы Ш- П Р И М" 2 Н 3 ) -
4. Производя вычисленіе 2-го случая помощію вспомогательныхъ угловъ, 

или, что то же самое, помощію отсѣковъ сторонъ и угловъ триугольника, 
получимъ для с. 

Cos с = Cos a. Cos b -f- Sin a. Sin b Cos C. 
Разлагая данную Формулу, помощію вспомогательнаго угла ф на двѣ лога-

риѳмическія, или, вычисляя по прямоугольнымъ триугольникамъ CBD и ABD, 
получимъ 

Tg ф = Tg a. Cos С (черт, 6, № 1) 
+ - -

Cos а . 
C o s с = ш р - 003 ( Ь -

Положнвъ а = 96°; b = 80°; С = 100°, и вычисляя, 
получимъ Вычисленіе стороны с. 

lg Tg а — 10,978380 lg Cos а — 9,019235 (n) 
lg Соэ С = 9,239670 lg' Cos ф = 0,285830 
lg Tg ф = 10,218050 lg Cos (b - ф ) = 9,969610 

<Р = 58° 48' 53". lg Cos с т : 9,274675 (n) 
слѣд. с = 180° —79° 9' 4" = 1 0 0 ° 50' 57". 

Up им т. Понятно, что задача эта всегда даетъ только одно рѣшеніе. 

СЛУЧАЙ 4 . 

По данньіма двумя уіламъ А, В и стороне с, ка hums при-
лежащей,, вычислить прочіл части. 

Региеніе. 1 . Стороны а и b найдутся помощію неперовыхъ 
аналогій 

( * ) Вычисленія произведены по таблицамъ Цеха (Zech's Taf. der Addit. п. Sub-
str. Log.) Предлагаемъ эти же вычисленія произвести по мореходнымъ таблицамъ, 
изд. Морскиыъ кадетскимъ корпусомъ. См. табл. 53, логар, Гаусп, для вычисленія 
суммъ и разностей. 



Cos £ (A - В ) 
Tg £ (a + b) = Tg £ с - _ ( Д + В ) , 

Sin £ (А — В) , 
Tg £ ( а - b) = Tg £ с S i a ^ ( A + B T 

откуда а = £ (а + Ь) + £ (а - Ь) ; b = £ (а + Ь) — £ (а — Ь). 
2 . Зная стороны а, или Ь, найдемъ уг . С. 

Sin с. Sin A Sin с. Sin В . . 
Sin С = Sin a Sin b 

но какъ Формула эта можетъ дать двойное рѣшеніе, то лучше 
вычислять по аналогіи Непера 

C o s ! ( а + Ь ) 
» С = с Щ у Д ь } • T« і (А + В) ( • ) . 

Е с л и , наконецъ, желали бы опредѣлитъ у г . С, независимо отъ 
сторонъ b и с, то производятъ вычисленіе по Формулѣ: 
Cos С = Sin A.Sin В. Cos с — Cos A. Cos В , разлагая ее, помощію 
вспомогательнаго угла, на двѣ логариѳмическія. 

Примѣч. Понятно, что при заданіи этомъ всегда получается только одно 
рѣшеніе, которое помощію полярнаго триугольника, можетъ быть приведено 
къ рѣшенію по случаю 3 - м у . 

СЛУЧАЙ 5-

Даны две стороны a, b и уг. A, противолежащій одной иза 
нихъ: найти ѣрочія части. 

Решете. 1. Уголъ В найдется изъ Формулы 
Sin b. Sin А 

Sin В = — 
Sin а 

2 . Уголъ С найдемъ изъ уравненія 

O n h r 1 О - T i r 1 ГА-ИГ» C o s h ( a + b ) _ T , r A _ Sin £ ( a - f b) Cotg 2 С Tg ^ ( A + B ) - C o s i ( a _ b ) - Tg ï ( A - B ) g i n 4 ( a _ b ) 

3 Наконецъ сторону с получимъ изъ Формулы 
Sin С. Sin а 

Sin с = — — т -, 
Sin А 

лучше же опредѣлять ее помощію уравненія 

( * ) Уголъ С можетъ еще короче быть вычисленъ по Формул® Гауса (см. зад 
3 - го случ). 



Р Ш О П СОМШЕІЫШЪ СЛУЧАЕВЪ 

Вычисляя уголъ В по Формулѣ синусовъ, вообще можемъ по-
лучить слѣдующіе редультаты: Sin В = 1 , Sin В 1 и Sin В 
> 1 или, что тоже, lg Sin В = 10 , lg Sin В < 10 W\g Sin В 

1. По первому изъ этихъ результатбвъ заключаемъ, что 
данный триугольникъ есть прямоугольный при В, и слѣдоват. 
имѣетъ только одно рѣшеніе. 

2 . При второмъ заключаемъ, что триугольникъ не .возмо-
женъ. 

3 . Наконецъ при послѣдиемъ изъа£ихъ случаевъ находимъ, 
что В имѣетъ два значенія, дополняюіщя другъ друга до 180°. 
Что бы узнать, которая изъ этихъ величинъ дѣйствительно удо-
влетворяетъ рѣшенію, надо руководствоваться извѣстными пра-
вилами: 

a) Большей сторонѣ противодежитъ и большій уголъ, а рав-
нымъ сторонамъ противолежать равные углы. 

b) Если сумма двухъ сторонъ менѣе 180° , той сумма угловъ, 
имъ противолежащихъ, также менѣе 1 8 0 ° ; слѣдовательно, при та-
комъ заданіи, уголъ противолежащій меньшей сторонѣ есть острый. 

c ) Если сумма двухъ данныхъ сторонъ болѣе 180°, то и сумма 
противолежащихъ имъ угловъ болѣе 180° ; слѣдователъно, прита-
комъ заданіи, уголъ противолежащій большей сторонѣ есть тупой. 

d) Если сумма двухъ данныхъ сторонъ равна 180°, то и сум-
ма противолежащихъ имъ угловъ равна 180°. 

Во всѣхъ прочихъ случаяхъ уголъ В можетъ имѣть два зна-
ченія, a слѣдоватедьно получатся два триугольника, удовлетво-
ряющее требованію ( * ) ; третій же уголъ С( или С я , и третья 
сторона с ; или c J ( , для каждаго изъ этихъ триугольвиковъ дол-
жны быть вычисляемы особо. 

Ч И С Л Е Н Ы , П Р И М . 1. Пусть а = 80°; b = 60° ; А = 40° . 
Вычисляя уголъ В , получимъ log Sin В = 9, 752246 . 
Предварительный вычисленія для отысканія остальныхъ в е -

личинъ. 
a- t -b < 1 8 0 ° , слѣ. и А + В < 1 8 0 ° ; | (A - f В) = 37° 1 2 ' 3 6 " ; 
притомъ а > Ь, слѣд. А > В, і (А — В ) = 2° 47' 2 4 " ; 
а потому В < 90° £ (a - f b) = 70°; -
В = 3 i ° 2 5 ' 1 3 " . i (а — b) = 10°. 

( f l ) Сдѣдоват. двойственныя ръшенія могутъ получиться только при слъдую-
щихъ условіяхъ: a -j- b < 180°, а < b, А < ( 90°, или при 

a - f b > 180°, а > b, А > 90°. 



Вычисленіе угла С. 
lg Cos 4 (a + Ь) = 9 , 5 3 4 0 5 2 

- Ig Tg 4 (А + В ) = 9 , 8 8 0 4 2 5 
lg' Cos 4 (a — b ) = 0 , 0 0 6 6 4 8 

Вычисленіе стор. с. 
Ig Tg 4 (а — b) = 9 , 2 4 6 3 1 9 
Tg 8 Ц ( A 4 - В) = 9 , 7 8 1 5 6 8 
lg' Sin 4 ( А — B ) = 1 ,312705 

Ig Cotg 4 С = 9 , 4 2 1 1 2 5 
; ; u > 4 С = 75°13 '37" 

С = 1 5 0 ° 2 7 ' 1 4 " 
ПРНШМІ 2 . Пусть а = 20°16 '38" 

Вычисленіе угла В. 
lg Sin b = 9 , 9 2 0 2 4 0 
lg Sin A = 9 , 5 3 7 4 7 6 
lg' Sin а = 0 , 4 6 0 2 1 8 

Ig Sin В = 9 , 9 1 7 9 3 4 
В, = 5 5 ° 5 2 ' 3 0 " I два 
Bw = 124°7 '30" j рѣш. 

a4-b < 180°; A + B < 1 8 0 ° . 
Вычисленге угла С, 

lg T g I ( B / — A ) = 1 0 , 1 0 6 8 7 9 
lg Sin 4 ( Ь 4 - а ) = 9 , 7 9 2 2 6 1 
Ig' Sin 4 (b — a) = 0 , 5 0 9 4 2 8 

Ig Tg 4 c = 1 0 , 3 4 0 5 9 2 
4 с = 65°27 '54" 

с = 1 3 0 ° 5 5 ' 4 8 " . 
b = 5 6 ° l 9 ' 4 0 " ; A = 2 0 ° 9 ' 5 5 " . 

Предварит, вычисленія 
отысканія прочихъ частей. 

38° 18' 9" 
18° 1' 31" 

для 

4 (Ь + а) = 
4 ( b - a ) = 

lg Cotg 4 С, = 1 0 , 4 0 8 5 6 5 
4 С, = 2 1 ° 1 9 ' 2 0 " 

С, = 4 2 ° 3 8 ' 4 0 " . 
Вычисленге стор. с, 

lg Tg 4 ( Ь + а ) = 9 , 8 9 7 5 3 0 
lg Cos 4 ( В , 4 - А ) = 9 , 8 9 6 4 1 3 
lg' Cos 4 ( В , — A ) = 0 , 0 2 1 4 3 8 

lg Tg 4 с, = 1 0 , 8 1 5 3 8 1 
4 с, = 33° 10' 22" 

Су = 6 6 ° 2 0 ' 4 4 " 

38° 1' 12" 
17° 51 ' 18" 
72° 8' 4 2 " , 5 

I (В+А) = 
4 ( В - А ) = 
"а ( В / / + А ) = 
4 ( В / ; — А ) = 51° 5 8 ' 4 8 " . 

Вычисленге угла Си  

Ig Tg 4 ( В у у - А ) = 9 , 5 0 8 0 2 2 
Ig Sin 4 (Ь + а ) = 9 , 7 9 2 2 6 1 
lg'Sin 4 (b — а ) = 0 , 5 0 9 4 2 9 

lg Cotg 4 С,, = 9 , 8 0 9 7 1 2 
|Cyy = 57°10 '8" 

Cu = 1 1 4 ° 2 0 ' 1 6 " . 
Вычисленге стор. cu  

lg Tg 4 (b + a) = 9 , 8 9 7 5 3 0 
Ig Cos 4 (Byy+A) = 9 , 4 8 6 5 8 6 
lg' Cos4 ( B y — A ) = 0 , 2 1 0 4 6 4 

lg Tg 4 Cyy = 9 , 5 9 4 5 8 0 
4 Cyy = 21°27 '48" 

Cyy = 4 2 ° 5 5 ' 3 6 " . 
Располагая искомыя по триугольникамъ, получимъ 

для Д А Вуу С 
Вуу = 124°7'30" 
Су = 4 2 ° 3 8 ' 4 0 " 
Су = 42°55'36" , 

для Д A By С 
By = 5 5 ° 5 2 ' 3 0 " 
Суу= 114°20 '16" 
Суу = 6 6 ° 2 0 ' 4 4 " 

потому что большему углу Си должна противолежать и боль-
шая сторона Суу (черт. 2 1 ) и притомъ углы А и By, прилежащіе 
большей сторонѣ сн , должны быть однородны, а углы А и Bth  

прилежащіе меньшей сторонѣ с /5 разнородны. Выборъ этихъ 



величинъ основанъ на томъ, что если высота падаетъ внутрй 
триугольника, то углы, основанію прилежащіе, однородны, а вФ 
противномъ случаѣ разнородны. 

йримѣч. Если вычислены угловъ С, и С„ производить по аналогіи въ ко-
синусахъ полусуммы п полуразноста сторонъ, то искомыя величины С, и Си 
получаются, безъ перестановки, прямо соотвѣтственно по триугольникамъ. 

Примѣру 3 . Пусть а = 30° 5 ' ; Ь = 70° 9'; А = 40° 7' . 

n о S i Q b - Sill А 
Вычисляя В по Формулѣ Sin В = — - •> получимъ 

Sin Ь. Sin А > Sin а, слѣд. Sin В > 1, а потому триугольникъ не-
возможенъ. 

П Р И М Ѣ Р Ы ДЛЯ У П Р А Ж Н Е Н І Я . 

Данныя 
а = 31° 2' 
b = 40° 7' 
А = 21° 10' 

Рѣшеніе 1-ое 
B, = 26° 49 ' 3 8 " 
C, — 140° 4' 35" 
с, = 66° 23 ' 2 1 " 

Рѣшеніе 2 - о е 
В а = 153° 10 ' 2 2 " 
Ç, = 6° 56' 5" 
с„ = 9° 55 ' 36" 

а = 113° 2' 5 7 " 
Ь = 82° 39 ' 2 8 " 
А = 116° 2 0 ' 2 " 

В ( = 75° 0' 51" 
С, = 70° 6' 5 9 " 
с, fcfc 74° 5 4 ' 3 1 " 

В„ = 104° 59 ' 8 " 
Си = 138° 50 ' 14" 
с а = 1 3 7 ° 29 ' 5" . 

С Л У Ч А Й 6 

Даны два угла А, В и сторона (а), противолежащая одно-
му изу нихъ: вычислить прочгя части. 

Рѣги. 1. Сторона b найдется по уравненію 
Sin a. Sin В 

Sin Ь = — = — т — — • 
Sin А 

2 . Сторону с получаемъ изъ Формулы 
Cos А (А 4 - В ) , Sin 4 ( A -J- В ) 

Т ё ' 4 с = T g 4 ( а . + b ) C o s - ; А 1 B ^ , T g 4 ( а — Ь ) ' 

3 . Уголъ С можетъ быть вычисленъ по уравненіямъ 
Cos A fa - f Ь) Sin 4 (а 4 - b ) 

оч і С = Tg 4 ( А + Ю Cos ; (а — Ь ) = • - • 

Разбору сомнительныху случаеву. 
Вычисляя сторону b по Формулѣ синусовъ, и здѣсь, какъ въ 

случай 5-мъ, получимъ для b два значенія, дополняющія другъ 
друга до 180°. Но какъ большему углу противолежитъ боль-
шая сторона, то при В -f- А < 180° и b - j - а < 180° ; если же 

притомъ а > 90° , то b < 90° . 
Когда В 4 - А > 180°, и а 90° , то b Ь - 90° , и наконецъ, 

8 



когда В - { - А = 180° , то b должно удовлетворять 
равенству b а = 1 8 0 ° . 

Вообще рѣшеніе этого случая, помощію триугольника ему по-
лярнаго, можетъ быть приведено къ рѣшенію задачъ, изложен-
ныхъ въ случай 5 - м ъ , поэтому и здѣсь триугольникъ можетъ 
иногда быть невозможен^, или имѣть два рѣніенія. (*) 

Численный примера. Даны: а = 4 4 ° 5 5 ' 5 " ; В = 1 5 2 ° 3 ' 1 0 " ; 
А = 100° 2 '4" . Вычислить прочія части Ь, с , С. 

Производя вычисленіе по предложеннымъ Формуламъ, полу-
чимъ, что вычисляемый триугольникъ имѣетъ одно решенге, по-
тому что В + А > 180° , сдѣд b + а > 1 8 0 ° ; но а < 9 0 ° , 
слѣд. Ь > 90° , откуда b = 1 6 0 ° 21' 4 7 " . 

Для прочихъ частей находимъ: с = 142° 10' 5 6 " 
С = 169° 21 ' 35" . 

П Р И М Ѣ Р Ы Д Л Я У П Р А Ж Н Е Н І Й . 

(. 1. Данныя : А = 4 4 ° 1 0 ' 4 1 " ; В = 3 3 ° 2 2 ' 4 5 " ; а = 5 j ^ 5 4 ' 3 2 " . 
V Иском. : b = 3 7 ° 4 7 Ч 8 " ; с = 7 4 ° 5 1 ' 5 0 " ; С = П 9 ° 5 5 ' 6 " . 

2 . Данныя : А = 71°26 '19" ; В = 5 2 ° 3 3 ' 4 6 " ; b = 56°23 '42"> 
Ч - Иском. 1 а • = 8 3 ° f 5 ' ; С = 1 І 3 ° 2 1 ' 4 9 " ; с = 1 0 5 ° 3 9 ' 3 " ; 

I а / = 9 6 ° 5 ' ; С, = 1 2 9 ° 7 ' 3 2 " ; с ( = 1 2 5 ° 3 2 ' 2 0 " . 

ОБЩЕЕ ПРИШѢЧДНІЕ КО ВСѢШЪ ШЕСТД СЛУЧДЯШІ. 

Разсматривая рѣпіенныя нами задачи, находимъ, что г л а в -
ными случаями могутъ быть названы: 1 - ы й , 3 - і й и 5 - й ; осталь-
ные яге три: 2 - о й , 4 - й и 6 - й , помощію полярныхъ триуголь-
ииковъ, могутъ быть приведены къ рѣшенію первыхъ. 

Ч А С Т Н Ы Е С К У Ч А Й Р Ѣ Ш Е Е І Я К О С В Е Я Н О У Г О Л Ь Н Ы Х Ъ С Ф Е Р И Ч Е С К И Х Ъ Т Р Н У Г О Л Ь Н И К О В Ъ -

Задача 1. Если ва треугольнике A B C (черт. 18 ) даны две 
стороны 6, с, которыха сумма b с — 180, то такой триу-
голышкъ можетъ быть рѣшенъ помощію триугольника равно-
б'едреннаго или прямоугольнаго. 

Пусть даны a, b, с ; b -f- с = 1 8 0 ° , то и В -{- С = 1 8 0 ° . 
Иродолживъ стороны а, с до взаимнаго ихъ пересѣченія въ 

точкѣ В' (черт. 18) получимъ равнобедренный триугольникъ А В ' С , 
въ которомъ АСВ' = / _ АВ'С, и АС = A B ' ; а проведя дугу 

( і ! ) Двойственность рѣшенія можетъ быть только при условіяхъ: 
А + В < 180°, А < В, а < 90°, А + В ч . 180°, А > В, а > 90°. Если же 
Siîi А <( Sin a. Sin В , то триугольникъ невозможенъ. 



б. кр. AD _L B ' C , получимъ равные прямоугольные триугодьпики 
ADC и ADB'. 

Рѣшая одинъ изъ этихъ прямоугольныхъ триугольниковъ, 
а 

напр. Д ACD, по даннымъ АС = b и CD = 9 0 ° — н а й д е м ъ 
л 

/ _ C A D = 9 0 ° — , / 2 À , и / _ ACD = В, слѣдовательно получимъ части 
триугольника равнобедреннаго, по которымъ найдемъ неизвѣст-
ныя части даннаго триугольника. Можно также по Формуламъ 

Cos 4 А = Cos 4 а : Sin b ; Cos В = Cotg 4 а . Cotgb, 
непосредственно подучить искомыя части. 

Примеры для угграэісненш. 
1 . Даны: А, Ъ, с ; b + с = 180° . 2 . Даны: В, Ь, с ; b с = 180° . 
Искомыя а, В. наход. по Форм. Искомыя А, а. наход. по Форм. 

Cos 4 а = Cos 4 A . Sin b, Tg 4 А = Cosb. Tg В, 
Cotg В = Cosb . Cotg4 A. Cotg 4 а = Cos В. Tg b. 

Задача 2 . Вычислить триугольника, ва когпорома сумма двуха 
данныха углова равна 180°. 

Вычисленіе производится по предыдущей задачѣ, потому что 
если А + В = 1 8 0 ° , то и a - j - b = 1 8 0 ° . 

1 . Пусть въ триугольникѣ ABC (черт. 1 8 ) даны а, В , С ; при-
томъ В — С = 180° . Сдѣлавъ тояге построеніе какъ и въ преды-
дущей задачѣ получимъ равнобедренный Д АСВ', который перпен-
дикуляромъ AD разсѣчется на два равныхъ прямоугольныхъ три-
угольника ADC, ADB' . Вычисляя части одного изъ прямоугольныхъ 
триугольниковъ можемъ получить неизвѣстныя части даннаго 
триугольника, 

Примеры. Даны а, В, С; В - { - С = 180° . Искомыя A, b най-
дутся по Формудамъ. 
Sin 4 А = Sin 4 a . Sin В; Cotg b = Tg 4 a. Cos В. 
2 . Даны: b, В , С ; В + С = 180° . 3 Даны: А, В С; В, -f- С = 1 8 0 ° . 
Искомыя А , а , найд. по Форм, Искомыя а и b находимъ по Форм. 
Tg і А = Cosb. Tg В, Sin 4 а = Sin 4 А :. Sin В, 
Cotg 4 а Cos В, Tg b. Cos b = Cotg В. Tg 4 А. 

Ч И С Л Е Н Н Ы Й П Р И М Ѣ Р Ъ . ( к ъ з а д . 1 ) . 

Данныя: с = 1 6 1 ° 1 3 ' 5 , 3 " ; Ь = 1 8 ° 4 6 ' 5 4 , 7 " ; В '=, 3 6 ° 1 2 ' 1 0 " . 
Иском. С = 1 4 3 ° 4 7 ' 5 0 " ; А = 6 9 0 2 6 ' 3 4 , 8 " ; а = 1 4 9 ° 1 8 ' 3 4 , 6 " . 

Эти же величины могутъ служить для составленія числен-
наго примѣра и на вторую задачу: наприм. рѣшить триуголь-
никъ по даннымъ С, В и а? 



$ 6. 
Р д З Б О Р Ъ С О М Н П Т Е Л Ы І Ы Х Ъ О Л У Ч А Е В Ъ ПРН Р І і Ш Е П І Н 

С Ф . Т Р П У Г О Л Ы Ш К О В Ъ . 

1 - В Э С Д Ф Д О В А Н І Е П О Ш О Щ І В Ч Е Р Т Е Ж А -

При рѣшеніи задачъ, относящихся къ двумъ послѣднимъ слу-
чаямъ (случаи 5 и 6 ) , мы видѣли, что если искомая величина 
опредѣляется помощію ея синуса, то вопросу иногда могутъ 
удовлетворять две величины, потому что тотъ же синусъ мо-
жетъ соотвѣтствовать двумъ исполнительнымъ угламъ, острому 
и тупому; или одно только рѣшеніе, при синусѣ равномъ 1 ; 
или ни одного, при синусѣ болынемъ 1. 

Такіе случаи называются сомнительными, и вопросъ состо-
итъ въ томъ, чтобы опредѣдить чертежемъ: I. Въ которыхъ 
случаяхъ двойственность рѣшенія находится въ самой сущности 
вопроса, и когда она есть только кажущаяся. 2 . Когда вопросъ 
совершенно невозможеііъ и 3. Если вопросъ дѣйствительно имѣ-
етъ двойственное рѣшеніе, то какъ сочетать между собою най-
денный шесть искомыхъ величинъ? 

Если на поверхности шара возьмемъ дугу большаго круга 
BDB'D', (черт. 2 2 ) и изъ какой либо точки С проведемъ окруж-
ность большаго круга DCD' перпендикулярно къ окружности 
BDB'D', и нѣсколько дугъ наклонныхъ СВ,СВ',СН, то помощію 
геометрическихъ построеній нетрудно доказать, что: 

1) Перпендикулярная дуга CD, мёныная 90° , есть наимень-
шая, а дуга CD' есть наибодьціая изъ- всѣхъ дугъ большаго 
круга, которыя можно провести между данною точкою С и пер-
воначальною окружностію BDB'D'. 

2 ) Дуги СВ, СВ', равно удаленныя отъ основанія перпенди-
куляра, равны. 

3 ) Изъ двухъ дугъ СН, СВ б. круга, идущихъ къ начальному 
кругу отъ какой либо точки С, при перпендикулярѣ CD, мень-
шемъ 90°, та дуга больше, которая болѣе удалена отъ основа-
нія перпендикуляра; а при дугѣ CD', большей 90°, та меньше, 
которая болѣе удалена отъ основания перпендикуляра, т. е. 
CD' > GH > СВ > CD; слѣд. косвенный дуги увеличиваются 
при постепенномъ удаленіи ихъ отъ CD къ CD' = = 1 8 0 ° - CD. 

Пусть, при рѣшеніи задачи случая 5 - г о , дано А < 90° , 
b < 90°. 



На сторонѣ АС даннаго СФ. угла А отдоживъ АС •=, b и, 
проведя къ АВ"А' перпендикулярную б. кр. дугу CD —: h, 
получимъ прямоугольный Л ACD, въ которомъ (по прав. Неп.) 
Sin h = Sin b Sin A (черт. 23 , № 1 ) . 

Но какъ CD = h есть наименьшая дуга, то сторона ( а ) мо-
жетъ имѣть различныя величины; притомъ, чтобы триугольникъ 
былъ возможенъ, необходимо, чтобы было а > h, что и соста-
вляетъ первое условіе возможности заданія при А < 90°. 
По этому I, при А < 90°, если 1) à < b і два рѣшен: ЛАСВ ( / , АСВ ( ( . 

и при b < 90° Iпри a=CD,одно рѣщ.ACD. 
2 . Если a = b, одно рѣшеніе, Л АСВ Ш 

3. а > b , i a - f b < 180° 
при этомъ ) a -p- b - = 180° 

могутъ быть ( a - j - b > 180 

одно рѣш. Ù AGB IV, 
ни одного ( ^ В ѵ ) , 
ни одного ( w Вуі ) . 

а < 1 8 0 ° — b 

а = 180° — b 
а > 180° — Ь 

II. А < 90° , Ъ > 90°, притомъ а > h. (черт, 2 3 , № 2) 
1) a < b l a - j - b < 180°, а < 180° — Ь, два рѣш. 

j a - j - b — 1 8 0 ° , а = 180° — Ь, одно рѣщ. 
(a-j-b > 180°, а > 180° — b , одно рѣш. 

2 ) а = ъ|ни одного рѣшенія, - , , . 
3 ) а > bізаданіе не возможно. / / ,/ ; ' ^ 

Примеч. При b = 90,, 
а < b, два рѣш.; а > b, а = г Ь ни одного. 

III. А > 90° , b < 90°; h' ==. CD', наибольш. 
а < h' (черт. 23 , № 3) 

1) а < Ъ, невозможн. 
2 ) a r = Ь, невозможн. 
3 ) а > bJa- j -b ' < 180ö , а < 180° — Ь, одно рѣш. 

) a-j-b 180°, а = 180° — Ь, Ьдно рѣш. 
(a-j-b > 180°, а > 180° — b, два: рѣш, 

IV. А > 9 0 ° , b > 90° ; h' = CD', наибольш. 
1 ••>• '• a < h' (черт. 2 3 , Ae 4 ) . 

1 ) a < bia-f-b < 180°, a < 180° — b невозм. 
J a-j-b = 180°, a = 180° — b невозм. 
f a-j-b > 180°, a > 180° — Ь одно рѣш. 

2 ) a = b, одно рѣшеніе 
3 ) a > b, два рѣшенія. 

Примеч. При b = r 90°. 
a > b, два рѣш; a < b, ни одш; a = b, йи одн. 

Примеч. 1. Случаи, получаемые при А = 90°, были уже 
изслѣдованы при рѣшеніи прямоугольньіхъ СФ. триугольниковъ. 



Примѣч. 2 . Основное уравненіе. При всѣхъ елучаяхъ н е -
обходимо, чтобы было Sin а > Sin h, поэтому, для возможно-
сти заданія, величина (а) должна находится между h и 180 — h, 
дуга же h одинакова съ угломъ А. 

Дѣйствительная двойственность рѣшенія существуетъ толь-
ко тогда, когда a менѣе b и ея исполненія, при А остромъ (I , I I ) , 
иди когда a болѣе b и ея исполненій, при А тупомъ ( I V , III) . 
Наконецъ, въ дѣйствитедьно двойственномъ рѣшеніи, касатель-
но выбора соотвѣтственныхъ частей изъ шести отыеканныхъ, 
необходимо замѣтить, что большій уголъ С, содержимый между 
двумя данными сторонами, заключаетъ в ь себѣ и перпендикуляръ 
CD, или CD', а отсюда видно, что въ этихъ сдучаяхъ большее 
С должно сочетаться СУ большиму с, и СУ тѣму В, которое 
однородно СУ А\ откуда второе сочетаніе выходитъ само собою. 

Примѣч. 3. Черезъ разсматриваніе свойствъ триугольника 
полярнаго данному, по предложенному нами изслѣдованію 5 - г о 
случая, можно составить подобную же таблицу и для всѣхъ раз-
личныхъ заданій 6 - г о случая. Для этого нужно только з а м ѣ -
нить А величиною 180° — а и обратно, вмѣсто а подставить 
1 8 0 ° — А ; или, что одно и тоже, вмѣсто A , a , b подставить а, А , 
В и обратить знаки < и > . 

По этому, не входя въ дальнѣйшія подробности, мы прямо 
заключаемъ, что разсматриваемый нами случай: 
ДопускаетъI I B > 90° , А < В , А + В > 180° 1 Ь > 9 0 ° , 

одно р ѣ ш е - Г > 9 0 ° ) В < 90°, А > В , A -f- В 1 8 0 ° ' ) Ь < 9 0 ° . 
ніе j I B > 90°, А < В , А + В > 1 8 0 ° , ( Ь > 9 0 ° . 

( а < 9 0 ° j B < 90О5 А > В , A -f- В > 180°, j b < 9 0 ° . 

Допускаетъ! 9 0 о | В > 9 0 ° > А > в -
два рѣше-\ ^ |В < 90°, А > В , А + В > 180° 
н і я ' а < и Н В > 9 0 °> А < В , А + В < 180° 

( а < У и |В < 90°, А < В . 

Во всѣхъ прочихъ случаяхъ вопросъ не имѣетъ рѣшенія. 
Аналитическое изслѣдованіе этихъ вопросовъ точнѣе показываетъ всѣ слу-

чаи возможности и невозможности задаиія (* ) . 

( * ) Подробнѣе объ втомъ предметѣ можно найти въ с»ерцкѣ Шульца, а так-
же въ его диссертаціи, удостоенной академической преміи: De casibus ambiguis, qui 
in resolutione triangulorum sphaericorum occurrunt etc. commentate ab Academia 
Frider Halens et Vitep. consoc. praemio ornata. 1826. A также В. Heinsius: De ca-
suum ambigorum etc. 



2 - Ш 1 И Т Ш С К 0 І И З С Л Ѣ Д О В А Н І Е С Л У Ч А Я S . 

По даннымъ a, b и А можно отыскать величину с изъ главной Формулы 
Cos а Cosb. Сов с - f Sin Ъ. Sin с. Сов А. 

Величина с въ этомъ случаѣ можетъ быть найдена, если мы какъ Sin с, такъ 
и Сов с выразимъ помоіцію Tg J с. Но нзвѣсно, что 

Sin с = 2 Sin { с. Cos і с = 2 Tg J с. Cos 2 І с = 2 Tg { с. 1 ^ ^ 

Сов с —- 2 Сов 2 « с - 1 = l = * ^ . 

ІІодставнвъ пайденныя величины въ главную Формулу, получимъ уравнепіе 
2-ой степени 
(Сов а+Соз b) T g с — 2 Sin b Cos A . T g £ с = Сов b — Cos а, 

Sin b Cos A ± v / s i n 2 a - Sin2 b Sin2 A 
откуда Tg J с — С 0 з Т ~ + Сов b C 1 ) ' 

Хотя эта Формула не можетъ быть вычисляема нспрсрывнммъ логариѳмо-
ваніемъ; но за то номощію ея можемъ съ точностію определить, при какихъ 
условіяхъ данный для р+шенія триугольникъ можетъ имѣть два рѣшенія, 
когда одно, и когда ниодного. 

Послѣдній изъ этихъ случаевъ очевидно будетъ, когда Sin а < " Sin b Sin А; 
слЬдоват. для возможности рѣшенія необходимо условіе Sin а = Sin b Sin A . 

или Sin a > Sin b Sin A. 
. „ Sin b Sin A 

Впрочемъ прпзнакъ ѳтотъ очеввдевъ изъ уравненія Sin В = Sbî 'a * 

При Sin а = Sin b Sin A коренная величина уничтожится, а потому уни-
чтожится и двойственность рѣшепія, которая зависитъ отъ двойпаго знака 
при радикалѣ. 

ЕСЛИ Sin а > Sin b Sin А то, говоря вообще, триугольникъ можетъ имѣть 
два рѣшенія, но эта двойственность идетъ только до извѣстнаго предѣла : 
а именно, такъ какъ с ® 1 8 0 ° и ^ 9 0 ° , то T g £ с всегда долженъ быть ве-
личиною положительною, слѣдоват. знакъ минусъ ( — ) при корнѣ можетъ быть 

принимаемъ до т ѣ х ъ поръ, пока \ / S m 2 а — Sin2 b Sin2 А < Sin b. Cos A, 

т. е. до Sin а < Sin b, потому что 
если Sin2 а — Sin 3 b. Sin • А < Sin2 Ъ Cos * А, 

то Sin2 а < Sin * b (Cos2 A + Sin2 A) , 
пли Sin a < Sin b. 

Отсюда видно, что разематриваемая нами двойственность можетъ имѣть 
мѣсто только при условіи 

Sin b Sin A < Sin a < Sin b; 

но она пзчезаетъпри Sin a ^ Sin b (слѣд. само собою и при Sin а ] > Sin b Sin А) . 

Изъ выведенныхъ нами изслѣдовавій находимъ: 

с имѣет-в одно значеніе при S i n a ^ S i n b; 
с « . . и два значен, при Sin a < [Sin b, если въ тоже время Sina^> Sin b Sin А; 
с « . . . . » одно значеніе при Sin а = Sin b Sin A ; 
с . . . . невозможно при Sin%a Sin b Sin A. 

Приліѣч При заданіи триугольника по случаю 5, вычисленіе, какъ мы ви-
дѣли (случ. 5 ) , обыкновенно иачинаютъ опрсдѣленіемъ угла В. Но, вычисляя 
по Формулѣ синусовъ, найдемъ два значенія: одно для угла остраго, другое для 
тупаго. 



При Sin а > Sin b аѳ можетъ быть соннѣвія въ выборѣ, потому что боль-

шей сторонѣ иротиволсжитъ и большій уголъ; при Sin а < Sin b двойствен-

ность остается до тѣхъ ееоръ, пока не получимъ Sin a Sin Ъ. 

Остальныя части с и С отыскиваются по апалогіямъ Непера. 

3 - А Н А Л И Т И Ч Е С К О Е В З С Л Ѣ Д О В Д Н І Е СЛУЧАЯ 6 -

По даннымъ А, В и а величина С можетъ быть отыскана изъ уравненія 
Cos a. Sin В. Sin С = Cos А + Cos В. Cos С ( 2 ) , 

въ которомъ величины Sin С и Cos С выразимъ помощію Cotg J С. 

Но sin С • c y i o - 1 . . 
Cotg" H + 1 Cotg? » G + 1 

подставивъ эти Формулы (во 2 ) , получимъ уравнение 2 -ой степени; рѣшая его 
найдемъ 

Cos a Sin В dt ѵ/ Sin 3 А - Sin * a Sin а В 
Cotg t С = Cos А + Cos В ' 

Изслѣдуя это уравненіе, какъ въ 5 случаѣ, получимъ слѣдуюіціе оконча-
тельные результаты: 

1 ) С имѣетъ одпо зпаченіе для Sin А ^ Sin В; 

2 ) С два значенія для Sin А <7 Sin В, 
если притомъ Sin А > Sin a Sin В ; 

3 ) С , . . . . одно значеніе для Sin А — Sin a. Sin В; 
4 ) С невозможно для Sin А < ( Sin a Sin В. 

ІІримѣч. При рѣшеніи триугольника въ этомъ случай отыскиваіотъ сперва 

сторону b по Формулѣ Sin b — ^ . Sin а. 

Если Sin А > Sin В, то сомпѣнія въ выборѣ быть не можетъ, и величину 
b берутъ такъ, чтобы большему углу противолежала ^ольеіеая сторона; 
для Sin А < Sin В двойственность рёшенія остается до тѣхъ поръ, пока 

Sin Â ^ Sin a Sin В. Остальныя части С и с вычисляются по аналогіпмъ Не-

пера. 

ОБЩІЙ В Ы В О Д ! Д Л Я S И £ С Л У Ч А Е В ! . 

Въ обоихъ разсматривасмыхъ нами случаяхъ (5 и 6) , пзъ данныхъ всличинъ 
двѣ части лежатъ рядомъ, а одна отдѣльпо: 

въ 5-мъ случ., рядомъ А и Ь; отдѣльно а, 
» 6 - м ъ . . . , рядомъ а и В; отдѣльно А. * 

Въ обоихъ случаяхъ уголъ съ угломъ, и сторону со стороною будемъ назы-
вать величинами одноименными. 

Изъ предложенныхъ нами изслѣдованій можно вывести общее правило при-
знаковв возможности и невозможности для обоихъ случаевв. 

1. Если Sin. отдѣльно стоящей части менѣе произведенія синусовъ двухъ 
рядомъ стоящихъ частей, то триугольшшъ невозможен«, эаданіе невѣрно. 

2 . Если Sin. отдѣльно стоящей части болѣе или равенъ Sin одноименной ему 
части, или равенъ произведенію синусовъ двухъ рядомъ стоящихъ частей, то 
триугольникъ имѣетъ одно ргыиенге. 

3. Если Sin. отдельно стоящей части менѣе синуса другой одноименной ему 
части, и притомъ болѣе произведенія синусовъ двухъ рядомъ стоящихъ час-
тей, — триугольникъ имѣетъ два рѣиіенгя. 



% 7. 

ЗАДАЧИ, 

Р Ѣ Ш Е И І Е K O T O P M ОСНОВАНО НА СФЕРИЧЕСКОЙ Ш Г О Н О М Е Т Р І И . 

Чтобы показать пользу сферической тригонометріи въ многообразныхъ ея 
примѣненіяхъ и, вмѣстѣ сътѣмъ, дать нѣсколько примѣровъ для рѣшенія СФВ-
рическихь триугольииковъ, предложимъ нѣсколысо задачъ. 

ЗАДАЧА 1- Вычислить объеме наклонного параллелепипеда, зная длину ею 
pefrepe и величину угловъ, ими составляемыхе. 

1'іыиеніе. Пусть въ данномъ параллелеппнедѣ (черт. 24) ребра ОР = р, 
OQ = q, OR = г составлаютъ углы ROQ = a, POR = b, QOP = с. Проведя 
RK J _ OP, RJ Q PQ и соедииивъ J и Ii, найдемъ что JK J _ OP; притомъ 
получимъ два прямоуголыіыхъ триугольника ROK, RKJ, въ которыхъ Z RKJ 
равенъ углу иаклоненія плоскостей ROP, QOP. 

Точку О прннявъ за центръ, произвольвымъ радіусомъ опишемъ шаровуй 
поверхность, которая пересѣчетъ ребра параллелепипеда въ точкахъ А, В, С 
и такимъ образомъ составится сфер, триугольникъ ABC, 

въ которомъ Z POQ = ^ AB = с, 
Z POR — w AC = b, 
Z QOR = w ВС = a. 

Площадь параллелограмма PQ = pq Sin с; слѣд. 
объемъ параллелепипеда V pq Sin с X RJ; 

но RJ - RK Sin A, a RK = OR. Sin b = r Sin b, 
слѣд. RJ = r. Sin b. Sin A, a потому 

V = pqr. Sin b Sin с Sin A. 
Притомъ уже было доказано, что 

Sin А = 2 Sin } A.Cos } A = S l " b^Sm с ^ Г ^ ^ ^ ( g ___ ^ ( g _ ^ 

гдѣ 2S = (а + b + с), слѣдоват. 

V = "2 pqr Sin S.f Sin (S — a) Sin (S — b) Sin (S - c) . 

Примѣч. Газдѣливъ вторую часть уравненія на шесть, получимъ объемъ 
четырехгранника, или трехсторонней пирамиды, выраженный помощію трехъ 
его реберъ p, q, г и ихъ угловъ наклоненія а, Ъ, с. 

ЗАДАЧА 2 - Найти. двугранные углы, т. е. углы наклоненгя плоскостей при 
ребрахв тстраедра, гексаедра и додекаедра. 

Ріьигеніе. Если при центрѣ шара представимъ себѣ треграпный уголъ а 
грани его продолжимъ до пересѣченія съ шаровою поверхностію, то составит-
ся СФ. триугольникъ, кбтораго стороны будутъ соотвѣетвовать плоскимъ уг-
ламъ треграннаго угла, и углы сфер, триугольника будутъ равны угламъ нак-
лоненія плоскостей при ребрахъ треграннаго. Поэтому каждый изъ двугр. угловъ 
правильна™ многогранника можетъ быть опредѣленъ ио Формудѣ 

Cos с — Cos a. Cos b 
Cos С = 

Sin a Sin b 
гдѣ a, b, с суть стороны; А, В, С углы СФ. триугольника. Но какъ въ прав. 
мвогогранникѣ всѣ плоскіе, двугранные и многогранные углы равны, то 
_ „ Cos а — Cos s a Cos а (1 — Cos а) 
Cos С = Cos В = Cos А = ; = ^ — : -

Sm ' a Sin • а 



Cos a (1 — Cos a) 
Cos С — n ; = r 

1 — Cos * a 1 

Cos a Cos 
+ Cos a 2 Cos a ' 

Но какъ въ тетраедрѣ a = 6 0 M , _ Cos 60° __ 1 __ J^ 
о гексаедрѣ a = 90° I T 0 0 0 3 — 2 Cos" 30 — » = 3 ' 
« додекаедрѣ a = 108° j 1 1 - ) 

] lg Cos С = 8,522879 
С — 70°31'43,6". 

n „ Cos 108° 
Для гексаедра С = 90°; для додекаедра Cos L — 2 С о 8 3 

откуда С = 116° 33' 54". 
Приводя вычисленіе многогранныхъ угловъ октаедра и икосаедра къ тре-

граннымъ угламъ, и вычисляя послѣдніѳ, получимъ: 
уголъ наклоненія плоскостей въ октаедрѣ = 109° 28' 16, 4" ; 

въикосаедр Ь = 138° И ' 2 2 , 8 6 " . 
Нримѣч. Понятно, что помощію сферической тригонометріи можно произ-

водить вычисление плоскихъ и двугранныхь угловъ даннаго треграннаго или 
миогогранпаго угла. 

ЗАДАЧА 3 - Найти поверхность сферического квадратного градуса, т. е. та-
кою сфер, четырсугольника, у которого каждая изъ сторонъ равна 1°. 

Рѣшенге. Положивъ пов. шара = Р, при центрѣ О этого четыреугольника 
получимъ четыре триугольника, которые равны Л А ОВ (черт. 25); притомъ, 
проведя дугу б. пр. OQ J _ AB, получимъ Д AOQ = Д QOB, следовательно 
BQ == 30', АОВ = 90°, QOB = 45°, OQB = 90°; по этимъ даннымъ требуется 
найти уг. OBQ. 

Изъ триугольника OQB имѣемъ Cos QOB = Sin OBQ. Cos BQ; 
COB QOB Cos 45° ,„„„ .„ 

слѣд. Sin OBQ = C ^ T I Q - = СЗТЗЩ ' ° Т К У Д а 

OBQ = i В = 45° 0' 8" , В = 90° 0' 16." 
S — 180° (n — 2) 1' 4" 64 1__ 

П о в . СФ . м и . = 7 2 5 5 • r — 7 2 0 О г — 7 2 0 . 3 6 0 0 ~ ~ 4 0 5 0 0 ' 

СлѢдоват. въ шаровой поверхности содержатся 40 500 СФер. квадратныхъ 
градусовъ. 

ЗАДАЧА 4 - Привести уголв кг, горизонтальной плоскости. 
Рѣшенге. Пусть OD, ОБ (черт. 26) обозначаютъ стороны даннаго угла DOE, 

лежащего въ плоскости наклонной къ горизонту. Изъ вершины О даннаго угла> 
а также изъ какихъ нибудь точекъ D и Б, находящихся на его сторонахъ, 
проведемъ ОО', DD' и Е Е ' перпендикулярно къ горизонтальной плоскости 
ШГ; проведя D'O' и Е'О', получимъ D'0 'Е' , который есть проекція угла 
DOE на горизонтальную плоскость. Этотъ-то уголъ, называемый приведен-
вымъ къ горизонту, и требуется опредѣлать помощію угловъ DOE, DOO', 
ЕОО', предварительно измѣренныхъ. 

Представимъ себѣ, что изъ точки О, какъ центра, произвольнымъ радіусомъ 
описана шаровая поверхность, часть которой, триугольникъ ВСА, будетъ 
имѣть данными три стороны AB, ВС, АС, изъ которыхъ каждая служитъ 
мѣрою известному углу ей соотвѣтствующему. 

Искомый уголъ А въ этомъ триугольникѣ найдется помощію Формулы 
Cos i А - , / Sin p Sin (р - а)  

У Sin b Sin с 
Ч И С Л Е Н Н Ы Й П Р И М Ъ Р Ъ . Пусть даны: D O E = 3 7 ° 1 9 ' 4 0 " = А ; 

Е О О ' = 67° 24 ' 2 5 " = Ь; 
DOO' = 53° 42 ' 35" = с. 



Вычисленіе угла А. 
' lg Sin p = 9, 992271 

Получимъ: lg Sin (p — a) = 9, 824621 
a -f b + с = 2p = 158° 2 6 ' 4 0 " , lg' Sin b = 0, 034677 

слъд. p — 79° 13' 20"; lg' Sin с — 0, 093649 
p — a = 41° 53' 40". 19, 945218 

ig Cos J- A ~ 9,972609 
{ A = 20° 8' 1Q" 

A = 40° 16' 20". 
Итакъ уголъ 37° 19' 40" , измѣреиный въ плоскости наклонной къ горизонту, 

приводится къ 40° 16' 20", когда онъ проектированъ на горизонтальную плос-
кость. 

ІІргшѣч. Задача эта весьма часто употребляется при съемкѣ нлавовъ, когда 
опредѣленныя точки находятся на различныхъ высотахъ въ отношеніи къ 
плоскости горизонтальной. 

ЗАДАЧА 5 - По даннымв широтамя и долготамъ двухв мѣств А, В, находя-
щихся на поверхности земного шара, найти кратчайшее разстоянге между эти-
ми точками по дугѣ большою круга, принимая земную поверхность за шаровую. 

Рѣш. Пусть CA и DB изображаютъ широты двухъ мѣстъ А и В (черт. 27); 
дуги эти, будучи продолжены, пройдутъ черезъ полюсъ Р. Такимъ образомъ 
составится Сфер, триугольникъ РАВ, въ которомъ стороны РА и PB будутъ 
дополненія данныхъ сторонъ. Уголъ DPC, содержимый этими сторонами, имѣ-
етъ мѣрою по экватору дугу CD, т. е. разность долготъ. 

Третья сторона AB есть искомое разстояпіе и вычисленіе ея производится 
по 3-му случаю рѣш. СФ. триугольниковъ. 

Лентеригъ (Lentlièric), проФессоръ школы въ Моннелье, предлагаетъ найти 
кратчайшее разстояніе по дугѣ б. круга между Марселемъ и С. Петербургомъі 
если извѣстно, что широта Марселя 43° 17' 49", долгота отъ Парижск. обсер-
ваторіи 3° 2'; широта Петерб. 59° 56' 23" (*)> а долгота его 27° 58' 30" ; обѣ 
широты сѣверныя и обѣ долготы восточный отъ париженаго меридіана. 

Обозначивъ черезъ С уголъ АРВ, чѳрезъ a, b стороны его содержания, а 
черезъ с искомую сторону AB, получимъ, что вычислевіѳ ея можетъ быть 
произведено различными способами; мы вычислимъ: 

1. Помощію главной Формулы 
Cos с ~ Cos a. Cos b + Sin a. Sin b. Cos С или 
Сов с = Cos b. (Cos а + Sin a. Tg b. Cos С), 

разлагая ее на двѣ логариѳмическія, посредствомъ вводнаго угла 9 -
2. По аналогіямъ Непера 
™ 4 Г К I т>ч П + А л с ° 9 Н а — b) \ и наконецъ по Tg | ( А + В ) = Cotg і С , Oos , (а + b) J S i n C : S i n B _ g i n c . g i n b > 

( * ) Лентеригъ взялъ широту Петербурга пзъ Leçons de Maxig. par Dulague, 
гдѣ она была показана ошибочно. Предлагаемъ учащимся по предложенному образ-
цу перерѣшить эту задачу, принимая широту Петербурга 59° 56' 31" (см. море-
ходныя таблицы, изданныя Морскимъ кадетскимъ корпусомъ. С. п. б. 1860). 



Ргыи. t. Отысканіе вспомоіат. угла 
lg Tg Ѣ = 9, 762494 
lg Cos С = 9, 957482 
lg Tg cp = 9 ) 719976 

? = 27° 41' 22" 
а — <p = 19° 0' 49" 

Вычислен, стор. с. 
Ig Cos b — 9, 937267 

lgCos(a—<p) = 9, 975635 
lg' Cos 'f = 0, 052822 
lg Cos с = 9, 965723 

с = 22° 27' 57" 

Предварит, вычислен, для рѣш. по 
аналог. 

| С = 12° 28' 15" 
і (а + V) =Й 38° 22' 54" 
і (а — b) = 8° 19' 17" 

Рѣги. 2. Но аналог. Непера. 
Вычисленге £ (А + В), 
lg Cotg а С = 10, 655292 

lg Cos і (a—b) 9 , 995403 
lg' Cos i ( a + b ) = 0, 105744 
lg Tg i ( A + B ) = 10, 756439 

43". i ( A + B ) = 80° 3' 
Вычисл. i (A — BJ. 
lg Cotg { C = 10,655292 

lg Sin i (a—b) ' = 9,160545 
lg' Sin i ( a + b ) = 0,206981 
lg Tg i (A—B) = 10,022818 

i (A—B) = 46° 30' 16" 
A = 1 2 6 ° 33' 59" 
В = 33° 33' 27" 

Вычислен, стор. с. 
lg Sin b = 9,699760 
lg Sin С = 9,624999 
lg' Sin В = 0,257453 
lg Sin с = 9,582212 

с = 22° 27' 57". 
Следовательно дуга, измеряющая кратчайшее разстояніе отъ Марселя до 

С. Ііетерб. заключаетъ въ себѣ 22° 27' 57". 
Для переложенія этой дуги въ линейныя меры поступаютъ след. образомъ 

известно что 1° большаго кр. земн. шара содержитъ въ себѣ 104,3 в. , то помо-
щію простаго тройнаго правила найдемъ 

х: 104,3 в. = 22° 27' 57": 1°, откуда 
X = 336, 98 г. м. или почти 337 г. м. 

ІІрибавленіе. Какъ велика будетъ поправка, если произведемъ это вычи-
сленіе снова, принимал широту Петербурга въ 59° 56' 31"? 

ЗАДАЧИ Д Л Я У И Р А Ж Н-Е H І Я. 
1. Сыскать кратчайшее раэстояніе между С. Петербургомъ и Москвою, если 

широта перваго 59° 56' 31"-. широт. М. 55° 45' 45", разность долготъ 7° 13' 15". 
Рѣги, 591, 612 верст. 
2. Шир. Петербурга 59° 56' 31". шйр. Данцига 54° 21' 4", разность дол. 

готъ 10° 30' 27"; найти кратчайшее разстояніе между этими городами, считая 
по дуге бодьш. кр. земнаго шара. 

Рѣшеніе. X = 7° 3' 7" = 105 j г. м. 



Т Е О Р Е М А . Окружность малаіо круга равна произведенію изъ окружности 
большою круга на синусе разстоянгя малаго круга оте его полюса, или на 
косинусе разстоянія малаго круга отъ большого, ему параллельного (*). 

Доказательство. Проведя ось РР' (черт. 1) и прямыя OF = R и GF = г, 
т. е. радіусъ шара и радіусъ малаго круга, и замѣчая, что 
Z ЕОР' = w FP ' и Z OFG = z FOB = w BF, получимъ, что 

FG г 
= — • = Sin FP ' = Cos BF. FO R 

Изъ геометріи же извѣстно, что 
окружи. E F г , окр. E F 

- _ - = • елѣд. н = Sin FP' = Cos BF , 
окружи. AB R окр. AB 

откуда окр. E F = окр. AB. Sin FP' , 
= окр. AB. Cos BF, 

гдѣ BF = 1, есть географическая широта мѣста. 
Примѣч. 1. Отсюда нетрудно вывести, что величина одною градуса парал-

лели равняется произведению градуса экватора на косинусе географической ши-
роты мгьста, 
т. е. 1° параллели — 15 г. мил. X Cos 1. 

ЗАДАЧА- Положивъ что V и I суть широты двухе параллелей земного шара, 
вычислить поверхность пояса Р, содержимого между ними. 

Рѣшенге. Принимая землю за шаръ, получимъ 
Р = i I Е 1 Sin } (1' — 1) Cos } (F - f 1). 

(См. матем. геогр. Савича, 1858 г., гл. II, §20) . 

. v.-- FT o'ti Щ . 2 . я «> 

ЗАДАЧА Л Е Ж А Н Д Р А - Рѣшеніе сферического триугольника, которого три стороны 
весьма малы ее сравненги се радгусоме шара (**). 

1. Пусть данъ сферичесній триугольникъ ABC, абсолютная величина сто-
ронъ котораго равна а, Ь, с; черезъ А, В, С соотвѣтственно обозначимъ углы, 
противолежащіе даннымъ сторонамъ, а черезъ г — радіусъ шара. 

Если возьмемъ сФерическій триугольникъ, подобный данному, и начерчен-
ный на поверхности шара, котораго радіусъ равенъ 1, то стороны этого пос-

( w ) Разстояніе малаго круга отъ большаго, ему параллельнаго, измѣряется час-
тію 1, меридіанальной дуги, содержимой между этими кругами. 

( * * ) Задача эта, имъющаи обширныя примѣненія въ геодезіи, была предложена 
Дежандроме, и потому названа его именемъ (Legendre, Mém. de Paris 1787, 
p. 338 и Trigonom. Append. V). Г ay ce обобщилъ и упростилъ ея рѣшеніе и доказа-
тельство (Gauss, disq. gener. circa superficies curvas. Coram. Gotting VI, 1823). 
Предлагаемъ также прочесть по этому предмету изсдѣдованія Дагранжа (Lagrange, 
j . de l'ec. polyt. Cah. 6, p. 293), 



. a b c 
лѣдняго триугольника выразятся черезъ — _ — , а потому получимъ 

г г г 

Cos - ^ г а : Cos — • Cos — 4- Sin — . S i n — . Cos A, г г r r 

Cos — Cos - І - Cos — 
•П A T I Г 

откуда Cos A = 
- Sin — . Sin - i -r r 

2 . Разложивъ синусы и косинусы в ъ ряды (Прямол. триг. приб. 2 . ) , 
получимъ, что, т а к ъ к а к ъ радіусъ весьма великъ в ъ сравненіи со сторонами 

а , Ь, с , то откидывая члены, в ъ которые входятъ степени 
1 

в ы с ш і я — , съ достаточною степенью приближенія получимъ 

г, а , а 2 . а 4  
Cos — — 1 — г 2 г ' 1 2 4 г 4 ' 

n b b' , b* „. b b b5 

Cos — — 1 — ——— 4 - . • • • • , S i n . — r 2 r a 2 4 r* ' r r 6 r " 
с ca , с̂  с с с3 

Cos = 1 . . , Sin — = • 
r 2r a 1 2 4 b 4 ' r ~~ r 6 r s 

Вставивъ эти величины въ вырзженія Cos А, произведя вычислснія, и при 
этомъ пренебрегая тѣми членами, въ которые войдутъ степени высшія про-

1 
тивъ — , получимъ 

Ьа + са — аа а4 — Ъ4 — с4 — 6 Ъа са 

2га ' 2 4 г 
Cos Ara : — b с I • са 4- Ьа 

6 г а / 
Сокращая общаго дѣлителя r% а также умножая оба члена этой дроби 

с2 4 - Ьа 

на t 4 g — ^ — a , гдѣ можно производя упрощенія, получимъ 
Ъа 4 - с» — а а , a 4 4 - b 4 4 - c 4 — 2 a a b a - 2 a a c a - 2 b a c a 

C 0 S A = 2 W + Ш Г ^ • • • ( 1 ) 

3. Въ уравненіи этомъ, положивъ г = со, получимъ, что сФерическій триу-
гольникъ обратится Б Ъ прямолинейный, котораго стороны останутся тѣже т. е. 
а , Ь, с, углы же А', В', С' прямолинейнаго триугольника будутъ разнствовать 
отъ угловъ А, В, С нѣкоторою величиною, и изъ уравненія (1 ) получимъ 

Ьа 4 - са — аа 

C 0 S А ' = "' 2Ьс ' 
выраженіе, которое намъ извѣстно уже изъ прямолинейной трвгономѳтріи 
(§ 12, теор, 6) . Отсюда не трудно получить, что 

0 . 2а2 Ьа 4 - 2а 2 с2 4 - 2Ь2 с2 — а4 — Ь4 — с4 

Sm2 А ' = rrz—5— і 
4Ьа с2 

Поэтому уравненіе (1) можетъ быть представлено въ видѣ слѣдующей 

Формулы: 
be; Sin2 А'Д 

Cos А = Cos А ' — 6r2 , ( 2 ) 

S j ' i i 
или Cos A = Cos A' x - r S i n A ' > 

or 
гдѣ s = i be Sin A' , т. е. равно площади прямолинейнаго триугольника. 



Изъ Формулы ( 2 ) видно, что уголъ A болѣе А', но чго разность должна 
быть весьма незначительна, потому что посдЬдвій членъ этого уравнения имѣ-
етъ въ знаменателѣ г2 . 

Чтобы точнѣе обозначить эту разность, подожимъ, что 
А = А' + х, откуда Cos А = Соз A'. Cos х — Sin х. Sin А'. 
Если, при разложевіи Sin х и Cos х въ рядъ, откинемъ членъ ха, то полу-

чимъ Cos X = 1, Sin х = х, следовательно 

Cos А = Cos А' — X . Sin А' (3). 
s 

Сравнивая между собою уравненія (2) и (3) , получимъ х = -^-j - , or 
где s есть площадь прямолинейнаго триугольника; притомъ пренебреженноа 

вами количество х1 имѣетъ стенень меньшую противъ-і-. 

Довольствуясь этимъ нриближеніемъ, найдемъ А = А' H — , такимъ же 
ОГ 

* Ч S 
образомъ и для другихъ угловъ В = В' — ^ - j - , 

С = С' + — . 
^ Зг» 

4. Сложивъ эти три уравненія, получимъ 

А + В + С = 180° + ~ , 

8 
т. е. что количеетво — — равно сферическому избытку е, который, какъ из-г 
весгно (СФ. тр. % 1, теор. 8), выражаетъ площадь сФерическаго триугольни-
ка; следовательно, вмЬсто предыдущихъ уравненій получимъ 

А - А Ч - f i 

c = c + - f . 

Отсюда находимъ, что: если въ сферическоме треугольнике ABC стороны 
весьма малы ее сравненіи се радгусомъ шара, то построивs прямолинейный 
триуюльнике, имѣющгй стороны одинаковой длины со сторонами триуголь-
ника сферического, получимъ, что площади этихъ двухъ триугольниковъ будутъ 
взаимно равны; углы же триугольника сферическаго будутъ равны соответст-
венно угламъ триугольника прямолинейнаго вмѣстѣ съ одною третью сферичес-
каго избытка. 



Ф О Р М У Л Ы 

С Ф Е Р И Ч Е С К О Й І Р И Г О Н О М Е Т Р І И -

і. Для рѣшенгя прямоуголыіыхъ сферическихъ триугольниковъ 
СА — 90°J. 

1 ) Cos а = Cos b. Cos с, 4 ) Cos a = Cotg В. Cotg С , ) Изъ мнемо-
2 ) Sin с = Sin a. Sin C, 5) Sin с = Tang b. Cotg С, /ничеекихъ пра-
3 ) Cos С = Cos с. Sin В, 6) Cos С = Cotg a. Tang b. j вилъ Непера. 

2. ДЛЯ рѣгиенгя косвенноугольныхъ сферическихъ триугольни-
ковъ. 

1 ) Sin a: Sin b: Sin с = Sin A: Sin В: Sin С. 
2 ) C o s ß = Cos b. Cos с -j- Sin b. Sin с. Cos A. 

Cos b ^ ^ 
Cosa = - ^ r ^ — C o s ( c — cp), Tang <p = lang b. Cos A. 

3 ) Cos A = — Cos B. Cos С + Sin B. Sin C. Cos a. 
4 ) Cotg A. Sin С = Cotg a. Sin b — Cos b. Cos C. 

Cotg A 
Sin (C-f-cp) = Cotg a. Tang b. Sin cp, Cotg <p - = y y y • 

K-x C- » i A Sin ( p - b ) . Sin (p—с) 4 _ Sin p. Sin ( p - a ) . 
5 ) S , n 2 A = S Û T i r S Ï ^ ' C o S 2 A - Sinb. S i n e ' 

Sin (p — b). Sin (p — c ) 
T a " g 5 2 A — A t Sin ( p l a ) ' Г Д ѣ p = H a + ь + c ) . 

— Cos P . Cos ( P — A ) 
6 ) T a < 2 a = C T P ^ B ) . COS ( P - C ) ' ^ P = K A + B + C ) . 
7) Sin £ ( a + b ) : Sin £ (a — b ) = Cotg £ С : Tang £ ( A - В ) , 

Cos £ (a + b) : Cos £ (a - b) = Cotg £ С : Tang £ ( A + B), 
Sin £ ( A + B ) : Sin £ ( A — B ) = Tang £ с : Tang £ (a — b), 
Cos £ ( A + B ) : Cos £ ( A - B ) = Tang £ с : Tang £ (a + b). 
3 . Площадь сферического триугольника. 

I A + B + C — 1 8 0 е . 
I ) Û ABC = P j 1 — j 5 г д ѣ p _ поверхн. шара. 



З А М Ѣ Ч Е Н Н Ы Я П О Г Р Ѣ Ш Н О С Т И . 

В ъ прямолинейной тригонометріи. 

Сраницы. Строки. 

3 2 снизу 

6 ІЗсниз. 
16 9 снизу 
36 4сверх. 

Должно читать: 
• ' , с, 

число град. мин. и сек. , 
по приведен, ихъ въ'гра-

1 : " ' � 1 0 
дусы, умножить н а — • 

9 
2 ) а = Ь- и 3 ) а < Ь. 
Cosec В (прй рад.1 ѣ). 
2 S i n i ( p - f q ) . S i n i ( p - ^ q ) . 

" ' • •' .-. .А .»етпоэ B : > ' / I I I [ O ; Î 
Въ сферической тригонометріа. 

Напечатано: 

число градусовъ минутъ 
и секундъ умножить на 

1 0 

9 
2 ) а = Ь и 3 ) а Ь. 
Cosec В (при рад. а) . 
2 Sin|(p q). Sin 4 (p q) • 

47 \15cHH3 .|3)Sin|(A+B) : Sini (—B)|3)Sin4(A-f B) :Sin|(A—B) 

ж # щр^З 
1 •(" л : i ; в • -> i i' t H ' :> о !i І •; и ( ! j, /. и A If  

on ,II I 'I ']• a ) Si <> i : TT и о я :t - i- И ч .sr Ф э п и І ч т А и . а в т ч о э в о п и i . - . , ! : ) { j o 4 і ш т а о д м ш oiiitài ' /qoii  

••••" - • Н . . A Ос Я Н І Д .агяэіфг 



ОБЪЯВ ЛЕШЕ. 

Въ книэюныхъ магазинахъ Я. А. Исакова (въ Гостгін-
помъ дворѣ/ и A. Ѳ. Базу нова (у Казанскаго моста J про-
даются учебпыя руководства Морскаго кадетскаго корпуса: 

Н А Ч А Л Ь Н А Я А Л Г Е Б Р А , П О порученію начальства 
Морскаго корпуса составилъ I. Сомовъ. Спб. Д. 1 р. 25 к.. 

H A 4 А Л Ь Н Ы Я О С Н О В А Н І Я П Р Я М О Л И Н Е Й Н О Й 

т р и г о н о м Е т р Ï и, по порученію начальства Морскаго 
корпуса состав. А. Дмитріевъ. Спб. Ц 75 к.; вѣсовыхъ 
за 1 Ф . 

Оба эти руководства совѣтомъ при попечитель Спб. учебиаго округа 
рекомендованы для употребленія въ гимназіяхъ. 

Въ тѣхъ же магазинахъ поступило въ продажу вновь 
отпечатанное руководство: 

Н А Ч А Л Ь Н Ы Й О С Н О В А Н Ь Я С Ф Е Р И Ч Е С К О Й Г Е О -

М Е Т Р І И и С Ф Е Р И Ч Е С К О Й Т Р И Г О Н О М Е Т Р І И , П О 

порученію начальства Морскаго корпуса состав. А. Дми-
тріевъ. Цѣна 50 к. , вѣсовыхъ за 1 Ф. 
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